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Kazdy temat z podrecznikéw serii MATeM Atyka zawiera wprowadzenie i wy-
jasnienie niezbednych pojeé, rozwigzane przyklady i éwiczenia do samodziel-
nej pracy oraz zadania utozone od najlatwiejszych do najtrudniejszych, a na
konicu zestawy zadan powtdrzeniowych utrwalajacych najwazniejsze wiado-
mosci. Dzigki tak przejrzystej konstrukcji praca z tymi podrecznikami jest
efektywna i przyjemnal

Zéitym paskiem na marginesie oznaczono material wykraczajacy poza wyma-
gania zakresu podstawowego.

Zadania, przy ktérych rozwiazaniu nalezy skorzystaé¢ z kalkulatora, sa ozna-
czone odpowiednim symbolem.



Rachunek
prawdopodobienstwa

Poczatki rachunku prawdopodobienstwa zwigzane sa z grami losowymi, do
ktorych nalezy na przyktad gra w kosci, i checia poznania szansy wygrane;j.

W 1654 roku jeden z dworzan kroéla Francji zwrocit sie do Blaise’a Pascala
(1623-1662) z prosba o wyjasnienie pewnych zagadnien zwiazanych z grami
hazardowymi. W celu rozwigzania tych zagadnien Pascal prowadzil korespon-
dencje z innym matematykiem francuskim, Pierre’em de Fermatem. Rok 1654
jest przyjmowany za date narodzin rachunku prawdopodobienstwa.

1. Rachunek prawdopodobiefstwa



Cwiczenie 1
26 - 10 = 260
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1. Rachunek prawdopodobienstwa

1.1. Regula mnozenia

Przyktad 1
Rzucamy dwiema monetami: dwuztotéwka i piecioztotéowka. Wypisz wszystkie
mozliwe wyniki tego do$wiadczenia.

Niech o oznacza otrzymanie orta, a r — reszki
na monecie dwuztotowej, natomiast O — orla,
a R — reszki na monecie piecioztotowej. Moz-
liwe wyniki do$wiadczenia to:

00, oR, 1O, rR

Przyktad 2
Rzucamy dwiema kostkami: niebieska i czerwona. Ile jest mozliwych wynikow
tego do$wiadczenia?

Wypisujemy wszystkie mozliwe wyniki:

11 21 31 41 51 61 Kiedy piszemy o kostce, mamy na
my$li szescienna kostke do gry.

12 22 32 42 52 62

13 23 33 43 53 63 Przyjmujemy, ze wynikiem jedno-

14 94 34 44 54 64 krotnego rzutu kostka jest 1.1c.zba
, . . - otrzymanych oczek, a wynikiem

15 25 35 45 REY 65 rzutu dwiema kostkami — para

16 26 36 46 56 66 liczb.

Wszystkich mozliwych wynikéw jest 36 (zwrdé uwage, ze rozrézniamy wyniki
takie jak np. 23 1 32).

Cwiczenie 1

Kod sktada sie z jednej litery alfabetu i nastepujacej po niej jednej cyfry. Ile
moze byé kodéw, jezeli w kazdym wystepuje jedna z 26 liter: A, B, C, D, E,
F,G,HILJ K L M,N,O,P,QR,S, T, U, V, W, X, Y, Z oraz jedna
zcyfr: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,97

Zauwazmy, ze w sytuacji takiej, jak opisana w ¢wiczeniu, zamiast wypisywac
wszystkie mozliwe pary tworzace kod, warto skorzystaé¢ z twierdzenia.

REGUA MNOZENIA

Jesli zbiér A ma m elementéw, a zbiér B ma n elementéw, to liczba réznych
par (z,y) takich, ze z € A oraz y € B, jest réwna m - n.

Uwaga. Liczbe elementéw zbioru A bedziemy oznaczaé: a (lub |AJ).

Komentarz .
Warto powiedzieé uczniom, ze symbol A czesto nazywany jest liczebnoscig lub mocq
zbioru A.



Przyktad 3
Tle jest wszystkich punktow plaszczyzny, ktoérych

pierwsza wspolrzedna jest liczba nalezaca do zbioru
A=11,2,3,4,5}, a druga — do zbioru B = {1,2,3}?

—

A=5oraz B = 3, wiec takich punktow jest A.-B=15. o)

1 X
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Ile jest wszystkich punktéw plaszczyzny, ktérych pierwsza wspélrzedna A =7, B =4,
jest liczba nalezaca do zbioru A = {3,4,5,6,7,8,9}, a druga — do zbioru Z.B=7.4=28

B =1{2,4,6,87

Cwiczenie 3

Tle jest wszystkich punktéw plaszczyzny, ktorych pierwsza wspotrzedna jest
liczba naturalng mniejsza od 20 i podzielng przez 3, a druga — liczba naturalna
mniejsza od 30 i podzielng przez 47

Regute mnozenia mozna sformulowaé bardziej ogélnie.

REGUYA MNOZENIA

Jezeli pewien wybér polega na podjeciu n decyzji, przy czym pierwsza

decyzje mozna podjac¢ na ki sposobéw, druga — na ks sposobdw, ..., n-ta
— na k, sposobow, to takiego wyboru mozna dokona¢ na ki - ko - ... ky,
sposobow.

Przyktad 4

Ile moze by¢ numeréw rejestracyjnych ma-

jacych na poczatku dwie litery, a nastepnie E w E 9 1 3 3 8
pieé¢ cyfr, jesli moga w nich wystepowadé je-
dynie litery W, E oraz cyfry: 1, 3, 8, 9 (litery i cyfry moga sie powtarzac)?

Takich numeréw jest: 2-2-4-4-4-4-4 = 4096.

Cwiczenie 4

Ile mozemy utworzy¢ kodéw majacych na poczatku cztery litery, a nastepnie
trzy cyfry (litery i cyfry moga si¢ powtarzac), jesli wykorzystujemy:

a) jedynie litery: V, X, Y, Z oraz cyfry: 1, 3,5, 7, 9;

b) jedynie litery: A, B, C, D, E, F, G oraz cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 6;

c) 26 liter alfabetu (patrz ¢wiczenie 1) oraz dowolne cyfry?

Cwiczenie 3 Cwiczenie 4
A=1{0,3,6,9,12,15,18}, A =7 a)4-4-4-4-5-5-5= 32000
B = {0,4,8,12,16,20, 24,28}, B = 8 b)7-7-7-7-6-6-6=518616
A-B=7-8=56 ¢) 26* - 103 = 456976000

1.1. Reguta mnozenia



Odpowiedzi do zadan

l.a) A=5B=7

. a

. a

5.7=35
b) A ={1,2,3,4,6,8,
12,24}, A=8

B ={1,2,4,5, 10,20, 25,
50,100}, B =9
8-9="72

) 8-8-5-5=1600

b) 26 -26 - 10 - 10 = 67600
) 3% - 4% = 6912

b) 4* - 6* = 82944

.a) 7-6-5=210

b) Ostatnie dwie cyfry sa
zerami, czyli cyfre 7 mo-
zemy umieéci¢ na jednej
z pieciu pozycji, a cyfre
9 — na jednej z pozosta-
tych czterech pozycji. Ta-
kich liczb jest:

5-4=20
c) 6=3+2+1
Pierwsza cyfra jest 3, cyfre
2 mozemy umiesci¢ na jed-
nej z siedmiu pozycji, a cy-
fre 1 — na jednej z pozo-
stalych szesciu pozycji. Ta-
kich liczb jest:

7-6=42

Powtérzenie

1. 5-8-6 =240

2.3:6-4="72
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ZADANIA

1.

POWTORZENIE

1.

Tle jest wszystkich par (z,y), w ktérych z € A iy € B, jesli:
a) A={2,4,8,16,32}, B={-3,-2,-1,0,1,2,3},
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 24, B — zbiér dzielnikéw liczby 1007

Tle jest mozliwych kodéw, w ktérych na poczatku wystepuja dwie litery,
a nastepnie dwie cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzaé), jesli wykorzy-
stujemy:

a) litery: A, B, C, D, E, F, G, H oraz cyfry: 1, 2, 3, 4, 5;

b) 26 liter alfabetu oraz dowolne cyfry?

Tle jest mozliwych kodéw, w ktérych na poczatku wystepuja trzy litery,
a nastepnie cztery cyfry (litery i cyfry moga sie powtarzad), jesli wykorzy-
stujemy:

a) litery: A, B, C oraz cyfry: 1, 2, 3, 4;

b) litery: A, B, C, D oraz cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 67

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Ile jest liczb osmiocyfrowych takich, ze pierwsza cyfra jest 5, wystepuje
w nich jedna cyfra 2, jedna cyfra 4, a pozostate cyfry sg zerami?

Cyfre 2 mozemy umiesci¢ na jednej z siedmiu pozycji, a cyfre 4 — na
jednej z pozostatych szesciu pozycji. Takich liczb jest zatem 7 -6 = 42.

Ile jest liczb osmiocyfrowych takich, ze pierwsza cyfra jest 3 oraz:

a) wystepuje w nich jedna cyfra 4, jedna cyfra 6 i jedna cyfra 8, a pozostate
cyfry sa zerami,

b) wystepuje w nich jedna cyfra 7, jedna cyfra 9, a pozostale cyfry sa
zerami, jesli liczba ta jest podzielna przez 100,

¢) suma cyfr jest réwna 6, a cyfry rézne od zera nie powtarzaja sie?

W restauracji serwuje sie 5 réznych zup, 8 — drugich dan i 6 — deseréw.
Tle réznych zestawdw obiadowych, sktadajacych sie z zupy, drugiego dania
i deseru, mozna zamowié¢ w tej restauracji?

Na ile sposobdéw moze sie ubra¢ pani, ktora ma 3 rézne kapelusze, 6 sukni
i 4 pary butow?



Prezentacja wynikow doswiadczenia za pomoca drzewa

Przyktad

Rzucono kostka i moneta. Przyjmujemy, ze wynikiem do$wiadczenia jest para
(a,b), gdzie a jest liczba oczek na kostce, a b — orlem lub reszka. Ile jest
mozliwych wynikéow takiego doswiadczenia?

Ponizsze drzewo ilustruje wszystkie mozliwe wyniki tego do§wiadczenia.

1 2 3 4 5 6 wynik rzutu kostka
o T o r o T o r o r o T wynik rzutu moneta

Wynikéw tego doswiadczenia jest 6 - 2 = 12:
(1,0), (1,7), (2,0), (2,7), (3,0), (3,7), (4,0), (4,7), (5,0), (5,7), (6,0), (6,7)

1. Rzucono dwiema kostkami: zielong i z6tta. Na kostce zielonej otrzymano
parzysta liczbe oczek, a na kostce zottej — liczbe oczek mniejsza od 4.
Ile jest mozliwych takich wynikéw? Zbiér wynikéw tego doswiadczenia
przedstaw w postaci drzewa.

2. a) Zapisz mozliwe wyniki doswiadczenia polegajace-
go na trzykrotnym rzucie moneta, (przedstawione
obok drzewo jest ilustracja graficzng tego do- ) 7
$wiadczenia). /\ /\
b) Przedstaw w postaci drzewa zbiér wynikéw o r 0 i
do$wiadczenia polegajacego na czterokrotnym /\ /\ /\
rzucie moneta. o r or or or

3. W urnie znajduja sie trzy kule oznaczone numerami: 1, 2 i 3. Trzykrotnie
wyciggamy kule, zapisujemy jej numer i zwracamy ja do urny. Zapisane
numery tworza liczbe trzycyfrowa. Przerysuj ponizsze drzewo do zeszytu
i uzupetnij je tak, aby ilustrowalo wszystkie mozliwe wyniki tego doswiad-

czenia. /’Wlowwame

1 2 3
/’We losowanie
Ile w ten sposéb mozemy 1 2 3

2 s trzecie losowanie
otrzymaé liczb parzystych, /’\

a ile — podzielnych przez 67

2. b) /\

331 ‘3%2 ‘—g% otrzymane
e o o liczby

AN AN AN

Odpowiedzi do zadan

1.
/’\ kostka

2 4 6 zielona
/’\ /’\ /’\ kostka
1 231231 2 3 zbétta

Mozliwych jest 9 wynikow.
2. a) Wynikami tego doswiad-

czenia sa: (o, 0,0), (0,0,7),

(o,7,0), (0,7,7),(r,0,0),

(r,0,7), (r,7r,0), (r,7,7).

3. Liczby parzyste: 3-3-1 =9
Liczby podzielne przez 6: 3

Prezentacja wynikéw doswiadczenia za pomocg drzewa 13



1.2. Permutacje
Przyktad 1

Na ile sposobéw mozna ustawi¢ na pdlce trzy
rozne ksiazki?

Oznaczamy ksigzki numerami: 1, 2, 3 i wypisu-
jemy wszystkie mozliwe ustawienia:

123 132 213 231 312 321

Trzy ksiazki mozemy ustawié¢ na 6 sposobow.

-
-
-
-
-
]
-
]
-
.
-
s
=
=
-
-
=

s

PANTHA S R g e

Przyktad 2

Na ile sposobéw mozna ustawié¢ na potce cztery rézne ksiazki?

Oznaczamy ksigzki numerami: 1, 2, 3, 4 i wypisujemy wszystkie mozliwe usta-

wienia:
1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Otrzymalis$my 24 mozliwe ustawienia ksiazek.

W przyktladzie 1. podaliSmy wszystkie trzywyrazowe ciaggi, ktére mozna utwo-
rzy¢, przestawiajac liczby: 1, 2, 3, a w przykladzie 2. — wszystkie czterowyra-
zowe ciagi, ktére mozna utworzy¢, przestawiajac liczby: 1, 2, 3, 4. Takie ciagi
nazywamy permutacjami.

DEFINICJA

Permutacja n-elementowego zbioru A nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag
utworzony ze wszystkich elementéw tego zbioru.

Cwiczenie 1
Wypisz wszystkie permutacje ponizszego zbioru:
a) {3,5}, b) {3,5,7}, c) {3,5,7,9}.

Cwiczenie 2
Wypisz wszystkie permutacje zbioru {a, b, c¢,d} zaczynajace si¢ od litery b.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 2
a) 35, 53 bacd, badc, becad, beda, bdac, bdca
b) 357, 375, 537, 573, 735, 753

c) 3579, 3597, 3759, 3795, 3957, 3975,
5379, 5397, 5739, 5793, 5937, 5973,
7359, 7395, 7539, 7593, 7935, 7953,
9357, 9375, 9537, 9573, 9735, 9753

14 1. Rachunek prawdopodobiefstwa



Przyktad 3

Na ile sposobéw mozna ustawié¢ na potce pieé réznych ksiazek?

Nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, ile jest permutacji zbioru piecioelemento-
wego {1,2,3,4,5}. Najpierw wybieramy jedna sposrdd pieciu ksiazek i usta-

wiamy na pierwszym miejscu. Nastepnie jedng z czterech pozostaltych ksigzek

ustawiamy na drugim miejscu — mozemy to zrobi¢ na 4 sposoby, nastepnie

wybieramy jedna z trzech pozostalych ksiazek itd. Zgodnie z reguta mnozenia

mozliwych ustawien jest wiec:

5:4-3-2-1=120

Cwiczenie 3

Na ile sposob6w mozna ustawié¢ na potce sze$é réznych ksigzek?

Cwiczenie 3
6-5-4-3-2-1="720

Dla liczby naturalnej n > 1 symbol n! (czyt. n silnia) oznacza iloczyn

kolejnych liczb naturalnych od 1 do n:

nl=1-2-3-...-n

Przyjmujemy rowniez, ze 0! =11 1! = 1.

Zauwaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé:

(n+1)! =nl(n+1). Na przyktad: 8! = 7!-8.

0! = 1

- . = 1 -
Cwiczenie 4 9l — 9 Cwiczenie 4
Podaj, jaka liczbe nalezy wstawi¢ w miejsce [7]. 3l = 6 a) 4
a) 41 = 3! b) 12! = 11! ¢) 101! = 100! - ‘5‘: = 1;3 b) 12
. 6! = 720 9100
Cwiczenie 5 7= 5040
Uprosé utamek. 8 = 40320

5! 8! 2!. 5! 4! 6! 9= 362880
a) 1 c) 0 e) 3 g) 31 50 10l = 3628800

7! 11! 3!-10! 5! 6! 1= 39916800
b) = d) 5 ) =5 h) 12! = 479001600
TWIERDZENIE
{ Wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest n! W

Uwaga. Liczbe permutacji zbioru obliczamy, korzystajac z powyzszego wzoru

lub z reguly mnozenia.

Cwiczenie 5

a) S=45=35 e) 25 = 288 =40
b) I = 267 _ 49 £) S = 250 =60
o) 3 = awhm = % 8) grip =4-6=24

d) 1Lt — sl-edon _ ggg h) 38 =5.5.6 = 150

1.2. Permutacje

15



Cwiczenie 6
a) 6! = 720
b) 7! = 5040

c) 10! = 3628800

d) 12! = 479001 600
Cwiczenie 7

a) A=4,bodl =24

b) A =5, bo 5! = 120

¢) A =8, bo 8! = 40320

d) 4 = 10, bo 10! = 3628800

Odpowiedzi do zadan

1. a) 5! = 120
b) 6! = 720
c) 9! = 362880

2. a) Pierwsza cyfra jest 5,
a pozostate rozmieszczamy
na 4! sposobdéw. Zatem ta-
kich liczb jest 24.

b)1-1-31=6

3.2)nl=5040dlan=7
b) 720 = 6! — 6 numeréw

nieparzystych
Zatem jest 11 lub 12 za-
wodnikéw.

4. a) 6! =720
b)1-5-4-3-2-1=120
5! =120

16 1. Rachunek prawdopodobieristwa

Cwiczenie 6

Ile jest wszystkich permutacji zbioru A, jesli:

a) A =6, b) A=1, c) 4 =10, d) 4 =127

Cwiczenie 7
Podaj liczbe elementow zbioru A, jesli wszystkich mozliwych permutacji tego
zbioru jest: a) 24, b) 120, c) 40320, d) 3628800.

ZADANIA
1.

a) Ile liczb pieciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie cy-
fry liczby 56 7897

b) Tle liczb szesciocyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie
cyfry liczby 2457687

c) Ile jest liczb dziewieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cy-
fra 0 i zadna cyfra sie nie powtarza?

Rozwazmy liczby pieciocyfrowe, w ktérych zapisie kazda z cyfr: 1, 2, 3,
4, 5 wystepuje doktadnie raz.

a) Ile jest takich liczb wiekszych od pieédziesieciu tysiecy?

b) Ile jest takich liczb mniejszych od trzynastu tysiecy?

a) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Tlu jest zawodni-
kéw, jesli numery startowe mozemy przydzieli¢ na 5040 sposobdéw?

b) Zawodnikom przydzielono kolejne numery od 1 do n. Najpierw roz-
dano numery parzyste, po czym okazalo sie, ze numery nieparzyste mozna
przydzieli¢ na 720 sposobéw. Ilu jest zawodnikéw?

Do biegu przystapito szesciu zawod-
nikéw z numerami od 1 do 6. Za wy-
nik biegu uwazamy kolejnoéé przy-
bycia zawodnikéw na mete.

a) Ile moze by¢ wynikéw biegu?

b) Tle moze byé wynikéw biegu przy
zalozeniu, ze pierwsze miejsce zaj-
mie zawodnik z numerem 37 'S

Do utworzenia kilkuliterowych kodéw wykorzystano rézne litery ze zbioru
{A,B,C,1,J,K}. Uzasadnij, ze kodéw szescioliterowych jest tyle samo co
piecioliterowych.

5. Kody szescioliterowe: 6 -5-4-3-2-1 = 720.
Kody piecioliterowe: 6-5-4-3 -2 = 720.
Kodéw tych jest tyle samo.



6. Na ile sposobéw mozna zakwaterowaé cztery osoby:
a) w czterech jednoosobowych pokojach,
b) w pieciu jednoosobowych pokojach?

7. a) Na ile sposobéw mozna umiesci¢ 7 kul w 7 szufladach tak, aby kazda
szuflada byta zajeta (kule i szuflady rozrézniamy)?

b) Na ile sposobéw mozna umiescié¢ 7 kul w 8 szufladach tak, aby tylko
jedna szuflada byla pusta (kule i szuflady rozrézniamy)?

8. Do windy zatrzymujacej si¢ na 7 pigtrach wsiadlo 6 oséb. Na ile sposobéw
osoby te moga opusci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:
a) na innym pietrze,
b) na innym pietrze, ale nikt nie wysiada na drugim pietrze?

9. a) Na ile sposobéw mozna ustawié¢ 9 oséb w kolejce?

b) Na ile sposobéw mozna ustawié 4 dziewczat i 5 chlopeéw w kolejee, jesli
dziewczeta stoja na poczatku kolejki?

¢) Na ile sposobéw mozna ustawié 3 dziewczat i 6 chtopcdéw w kolejee, jesli
dziewczeta stoja na koncu kolejki?

POWTORZENIE

1. Ile liczb n-cyfrowych mozna utworzyé, wykorzystujac wszystkie cyfry
liczby:
a) 234in =3, b) 4567 i n = 4, ¢) 123456 in =67

2. Ile mozna utworzy¢ kodéw majacych na poczatku n liter, a nastepnie m
cyfr, jesli wykorzystujemy wszystkie podane litery i cyfry?
a) A,B,;2,4,6in=2,m=3
b) A,B,C,1,3,5,7in=3, m=4
c) A,B,C, D 3,6,9in=4,m=3

3. Pieciu przyjaciét wybrato sie¢ do kina. Na ile sposobéw moga usiasé na
pieciu miejscach?

4. Tramwajem zatrzymujacym si¢ na 8 przystankach jedzie 7 oséb. Na ile
sposob6ow moga one wysiasé z tramwaju, jesli kazda z nich:
a) wysiada na innym przystanku,

b) wysiada na innym przystanku, ale nikt nie wysiada na pierwszym
przystanku?

.a) 4l =24

b)5-4-3-2=5=120

. a) 7! = 5040
b) 8! = 40320

. a) 7! = 5040
b) 6! = 720

. a) 9! = 362880

b) 4! 5! = 2880
c) 6!-3! = 4320

Powtérzenie

1. a) 3! =6
b) 4! = 24
¢) 6! =720
.a) 2031 =12
b) 3! - 41 = 144
c) 413! = 144
. 51 =120
. a) 8! = 40320
b) 7! = 5040

1.2. Permutacje

17



Cwiczenie 1
a)8:-7-6-5=1680
b) 26 - 25 - 24 - 23 = 358800

18

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

1.3. Wariacje bez powtorzen

Przyktad 1

Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposéréd

nastepujacych: A, B, C, D, E, F, G, H, przy czym litery D E F
nie mogg sie powtarzaé. Ile jest takich kodow?

Na pierwszym miejscu kodu mozemy wpisaé¢ jedna z oSmiu liter, na drugim
— jedna z pozostalych siedmiu, a na trzecim — jedng z pozostalych szesciu.
Zatem jest 8 -7 -6 = 336 kodow.

Przyktad 2
Pewien kod tworzymy z trzech liter wybranych sposéréd 26 liter alfabetu, przy
czym litery nie moga si¢ powtarzaé. Ile jest takich kodéw?

Takich kodow jest 26 - 25 - 24 = 15600.

Cwiczenie 1

a) Ile mozna utworzyé¢ kodéw czteroliterowych, w ktérych moga wystepowaé
litery: A, B, C, D, E, F, G, H i Zadna litera sie nie powtarza?

b) Ile mozna utworzy¢ kodéw czteroliterowych, w ktérych moze wystapié
kazda z 26 liter alfabetu i zadna litera si¢ nie powtarza?

Opisane wyzej ciagi liter tworzace kody to przyklady wariacji bez powtorzen.

Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z réznych elementow n-elementowego
zbioru A, gdzie k < n, nazywamy k-elementows wariacja bez powtorzen
zbioru A.

Zauwazmy, ze kazda n-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elemen-
towego jest permutacja.

Liczbe wariacji bez powtorzen mozna obliczy¢, odwolujac sie bezposrednio do
reguty mnozenia lub korzystajac z podanego ponizej wzoru.

TWIERDZENIE

Jesli k < n, to wszystkich k-elementowych wariacji bez powtorzen zbioru
n-elementowego jest:
n-n—1)-...-(n—k+1) =

n!

(n—kK)!




ZADANIA
1.

a) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje cyfra zero
i cyfry sie nie powtarzaja?

b) Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko cyfry: 1,
3,5, 7,91 zadna cyfra sie nie powtarza? Ile jest takich liczb czterocyfro-

wych?

2. lle jest liczb trzycyfrowych, a ile czterocyfrowych, w ktorych cyfry sie nie
powtarzaja?’

3. a) Ile mozna utworzyé dziewieciocyfrowych numeréw telefonicznych,
w ktérych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzata i ktére nie bedg zawieraty
cyfry zero?

b) Ile mozna utworzy¢ siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych rozpo-
czynajacych sie od 701, w ktérych zadna cyfra nie bedzie sie powtarzala?

4. W loterii fantowej wzielto udzial 100 uczniéw i kazdy kupil jeden ze stu
loséw. Wygrane to: I nagroda — rakieta tenisowa, II nagroda — pitka do
koszykowki i I1I nagroda — pluszowy mi$. Na ile
sposobow uczniowie moga wylosowaé¢ nagrody?

5. Do windy zatrzymujacej sie na 10 pietrach wsia-
dty 4 osoby. Na ile sposobow osoby te moga
opusci¢ winde, jesli kazda z nich wysiada:

a) na innym pigtrze,
b) na innym pigtrze i nikt nie wysiada na trzech
ostatnich pietrach?

POWTORZENIE

1. Ktorych liczb o réznych cyfrach jest wiecej: dwucyfrowych zapisanych za
pomoca cyfr: 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, czy trzycyfrowych zapisanych za pomoca
cyfr: 5,6, 7, 8, 97

2. Na ile sposobéw dziesigcioosobowe stowarzyszenie moze wybraé trzy rézne
osoby do zajmowania stanowisk przewodniczacego, wiceprzewodniczacego
i sekretarza?

3. Wypisz wszystkie trzyelementowe wariacje bez powtdrzen zbioru

{a,b,c,d}, w ktérych:

a) nie wystepuje litera a, b) litera b wystepuje na ostatnim miejscu.

3. a) (b,¢,d), (b,d,c), (c,b,d),
(¢c,d,b), (d,b,c), (d,c,b)

b) (a,c,b), (¢, a,b), (a,d,b),
(d7 a, b)7 (cv d7 b)7 (d7 c, b)

Odpowiedzi do zadan

1.

a) 9-8-7 =504

b) trzycyfrowe: 5-4-3 = 60,
czterocyfrowe:
5-4-3-2=120

. trzycyfrowe: 9-9 -8 = 648

czterocyfrowe:
9-9.8-7=4536

. a) 9! = 362880

b) 7-6-5-4=2840

. 100 - 99 - 98 = 970200

.a) 10-9-8-7=5040

b) 7-6-5-4=2840

Powtorzenie

1.

Liczby dwucyfrowe:
8-7=56

Liczby trzycyfrowe:
5.4-3=060
Wiecej jest liczb trzycyfro-

wych.

2.10-9-8="T720

1.3. Wariacje bez powtérzen 19



Cwiczenie 1
a)2.2-2-2=16
b)5-5-5.-5="5=625

20

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

1.4. Wariacje z powtorzeniami

Przyktad 1

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowaé
tylko cyfry 11 27

Kazda z trzech cyfr mozemy wybraé¢ na dwa sposoby, zatem jest 2-2-2 =8
takich liczb.

111 121 211 221 jest 8 liczb trzycyfrowych, w ktérych za-
112 122 212 2929 pisie moga wystepowac tylko cyfry 11 2
Przyktad 2

Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowad
tylko cyfry: 1, 2, 3,41 57

na kazdej z trzech pozycji moze
Jest 5-5- 5 = 125 takich liczb. wystapic jedna z pieciu cyfr

Kazdy k-wyrazowy ciag utworzony z elementéw zbioru A nazywamy k-
-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru A.

Uwaga. W wariacji z powtérzeniami wyrazy moga sie¢ powtarzac.

Cwiczenie 1
Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktorych zapisie moga wystepowaé
tylko cyfry: a) 112, b)1,2,3,4157

TWIERDZENIE

Wszystkich k-elementowych wariacji z powtdérzeniami zbioru n-elemento-
wego jest n*.

Przyktad 3
Ile piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z li-
ter: A, B, C, D, E, F, G, H, jesli litery moga sie D A F A G

powtarzac¢?

Jest 85 = 32768 takich kodéw.

Cwiczenie 2
Ile pigcioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z 26 liter alfabetu, jesli litery moga
sie powtarzac?

Cwiczenie 2
26° = 11881376



ZADANIA

1. Ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie nie ma:
a) cyfry 0, b) cyfr 01 4, c) cyfr 0,4157

2. Ile jest wszystkich liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje
cyfra 0 oraz:
a) pierwsza cyfra jest 2, b) ostatnig cyfra jest 77

3. Z urny, w ktérej znajduja si¢ kule z numerami: 4, 5, 6, 7, 8, 9, losujemy
kolejno cztery kule. Numery kul zapisane w kolejnoéci losowania tworza
liczbe czterocyfrowa. Uzasadnij, ze przy losowaniu ze zwracaniem mozli-
wych do otrzymania liczb jest ponad trzykrotnie wigcej niz przy losowaniu
bez zwracania.

4. a) Do 3 szuflad wrzucamy 9 kul. Na ile sposobéw mozna rozmiescié te kule
(kule i szuflady rozrézniamy)?
b) Do 9 szuflad wrzucamy 3 kule. Na ile sposobéw mozna rozmiescié te
kule (kule i szuflady rozr6zniamy)?

5. a) Na ile sposobéw 6 0s6b moze wysiaséé z windy, ktéra zatrzymuje sie na
dziesieciu pietrach?
b) Na ile sposobéw 10 os6b moze wysiaéé z windy, ktéra zatrzymuje sie
na szesciu pietrach?

6. Niech m bedzie liczba sposobdw, na ktére 5 pasazeréw moze wysiasé z po-
ciagu na 4 stacjach, a n — liczba sposob6w, na ktore 4 pasazerdéw moze
wysias¢ z pociggu na 5 stacjach. Uzasadnij, ze m — n < 400.

POWTORZENIE

1. Ktorych liczb jest wiecej:
a) dwucyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja cyfry: 3, 5, 7, czy trzycy-
frowych, w ktorych zapisie wystepuja cyfry: 3, 5,
b) trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja cyfry: 2, 4, 6, 8, czy czte-
rocyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja cyfry: 1, 2, 37

2. Kuba zapomnial dwie ostatnie cyfry z dziewieciu cyfr numeru telefonu

komoérkowego kolegi. Pamieta tylko, ze byty to cyfry nieparzyste. Ile mak-
symalnie préb musi wykonaé¢ Kuba, aby dodzwoni¢ sie do kolegi?

3. Do 4 szuflad wrzucamy 6 kul. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ te kule
(kule i szuflady rozrézniamy)?

Odpowiedzi do zadan

1. a) 9% =729

b) 8% =512

c) 73 =343
2.a)1-9:9-9-9 = 6561

) 1
b)9-9-9-9-1=06561

3. losowanie ze zwracaniem: 6%

losowanie bez zwracania:
6l _
(=i 3:4-5-6
6 36
5456 — 10 — 20>3
co nalezato uzasadnié.
4. a) 3° = 19683
b) 9% = 729

5. a) 105 = 1000000
b) 6'° = 60466 176

6. m=4° = 1024

n=>5%=625
m—mn=1024 — 625 =
= 399 < 400,

co nalezato wykazac.

Powtérzenie
1. a) Liczby dwucyfrowe:
3?=9
Liczby trzycyfrowe:
2% =38

Wiecej jest liczb dwucyfro-

wych.

b) Liczby trzycyfrowe:
43 =64

Liczby czterocyfrowe:
3' =381

Wiecej jest liczb czterocy-

frowych.
2.5-5=25
3. 45 = 4096

1.4. Wariacje z powt6rzeniami

21



Cwiczenie 1

a) Suma cyfr moze by¢ réwna
6 w trzech przypadkach:

1. W zapisie liczby wystepuja:
raz cyfra 4 i dwa razy cyfra 1.
Sa trzy takie liczby: 114, 141,
411.

2. W zapisie liczby wystepuja:
cyfry 1, 21 3. Jest szes¢ takich
liczb: 123, 132, 213, 231, 312,
321.

3. W zapisie liczby wystepuja:
trzy dwojki. Jest jedna taka
liczba: 222.

Wszystkich takich liczb jest:
3+6+1=10

b) Iloczyn cyfr moze byé

rowny 6 w dwoéch przypad-

kach:

1. W zapisie liczby wystepuja:

raz cyfra 6 i dwa razy cyfra 1.

Sa trzy takie liczby: 116, 161,

611.

2. W zapisie liczby wystepuja:

cyfry 1, 211 3. Jest sze$¢ takich

liczb: 123, 132, 213, 231, 312,

321.

Wszystkich takich liczb jest:
3+6=9

22 1. Rachunek prawdopodobiefstwa

1.5. Reguta dodawania

Przyktad 1

Rzucamy cztery razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby czterocyfrowej. Ile mozna w ten sposéb otrzymac liczb, ktérych
suma cyfr jest rowna 67

Suma cyfr moze by¢ réwna 6 w dwdch przypadkach:

A. w zapisie liczby wystepuja: raz cyfra 3 i trzy razy cyfra 1; sa cztery takie
liczby: 1113, 1131, 1311, 3111;

B. w zapisie liczby wystepuja: dwa razy cyfra 2 i dwa razy cyfra 1; jest szesé
takich liczb: 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211.

Wszystkich takich liczb jest 4 + 6 = 10.

Przedstawione powyzej sumowanie liczby obiektéw sprzyjajacych dwoém réz-
nym przypadkom A i B to przyklad zastosowania reguly dodawania. Méwi
ona, ze jesli zbiory A i B sg rozlaczne, to liczba elementéw zbioru A U B
réwna sie sumie liczby elementéw zbioru A i liczby elementéw zbioru B.

REGUA DODAWANIA

|

+

ool
L

{ Jesli zbiory A i B sa rozlaczne, to AU B =

Cwiczenie 1

Rzucamy trzy razy kostka i otrzymane liczby oczek zapisujemy jako kolejne
cyfry liczby trzycyfrowej. Ile mozna w ten sposob otrzymad liczb, ktérych:

a) suma cyfr jest réwna 6, b) iloczyn cyfr jest réwny 67
Przykiad 2

Ile jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepowaé
cyfry nalezace do zbioru {1,2,3,4,5,6} i co najmniej raz wystepuje cyfra 37

Niech X bedzie zbiorem wszystkich liczb czterocyfrowych zapisanych za po-
mocy cyfr: 1, 2, 3, 4, 5, 6; A — zbiorem tych liczb ze zbioru X, w ktérych
zapisie co najmniej raz wystepuje cyfra 3; B — zbiorem tych liczb ze zbioru X,
w ktérych zapisie ani razu nie wystepuje cyfra 3. Wowcezas: X = 6%, B = 5%,
Zauwazmy, ze X = AU B oraz A i B sg rozlaczne, zatem:

X=A+B
Stad:

— B =6*—5*=1296 — 625 = 671

=l
>l



Cwiczenie 2
a) Ile jest wszystkich liczb pigciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystepo-

waé cyfry nalezace do zbioru {1,2,3,4} i co najmniej raz wystepuje cyfra 27

b) Tle jest wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie nie wystepuje
zero, a suma cyfr jest mniejsza od 357

asa, krola, dame i waleta. W sktad talii
wchodza przedstawione obok karty.

Talia 24 kart sklada sie z 6 pikow (M), A K& D& TWé 106 96
6 kieréw (9), 6 kar (¢) i 6 trefli (). Li-
tery: A, K, D, W oznaczaja odpowiednio:

A® KO DO Ve 100 9@
A® K& D& Ve 104 9¢
Ad K& D [Vé 104 9k

Przyktad 3
7 talii 24 kart wybrano jednego pika, jednego kiera, jedno karo i jednego trefla.

Wiadomo, ze nie wybrano czterech aséw. Ile jest mozliwosci takiego wyboru?

Liczba mozliwych wyboréw réwna sie 6 — 1 = 1296 — 1 = 1295.

Cwiczenie 3
7 talii 24 kart wybrano jednego pika, jednego kiera i jedno karo. Wiadomo,

ze nie wybrano ani trzech kréli, ani trzech dam. Ile jest mozliwosci takiego

wyboru?

ZADANIA

1.

a) Z talii 24 kart wybrano pieé, wéréd ktérych byly cztery asy. Ile jest
mozliwosci takiego wyboru?

b) Z talii 24 kart wybrano sze$é, wsréd ktérych byly cztery asy. Pozostale
dwie karty to albo krél i dama, albo dama i walet. Ile jest mozliwosci
takiego wyboru?

Rzucamy dwoma kostkami do gry. Liczbe 11 21 31 G

oczek na pierwszej z nich oznaczamy przez 12 22 32 42 52 62
x, a na drugiej — przez y. Ile jest mozliwych

wynikéw spelniajacych podany warunek? RS 13 53 \Q

a) x <y lub x > y + 2 (diagram obok) 14 24 34 44 54 64
byx=ylubz>y+2 15 25 35 45 55 65
¢)e+y<5luba+ty=10 16 26 36 46 56 66

2. a) 15+ 6 =21

b) 6+ 4+ 6 = 16
c) 10+3=13

Cwiczenie 2
a) X — zbior liczb pieciocyfro-
wych,
A — zbiodr tych liczb ze zbioru
X, w ktorych zapisie co naj-
mniej raz wystepuje cyfra 2,
B — zbiér tych liczb ze zbioru
X, w ktorych zapisie ani razu
nie wystepuje cyfra 2.
X =4°, B =3°,
X =AUBoraz Ai B sg roz
taczne, wiec:

X=A+B
Stad A =X — B = 781.
b) X — zbioér liczb czterocy-
frowych, w ktérych nie wyste-
puje zero,
A — zbiodr tych liczb ze zbioru
X, ktérych suma cyfr jest
mniejsza od 35,
B — zbiér tych liczb ze zbioru
X, ktérych suma cyfr jest
wigksza lub réwna 35. Sa to
liczby: 9999, 9998, 9989, 9899,
8999.

X =9* B =5,
X =AUBoraz Ai B sg roz

taczne, zatem:

Cwiczenie 3
6% —2=216—-2=214

Odpowiedzi do zadan

1. a) Cztery asy mozna wy-
bra¢ na jeden sposob. Kar-
te, ktéra nie jest asem, wy-
bieramy sposréd 20 pozo-
statych kart. Jest wiec 20
mozliwosdci wyboru.

b)1-4-4+1-4-4=232

1.5. Regufa dodawania 23



3.

24

Uczen 1. Na miejscu tysiecy
— jedna z cyfr bez 0, na
miejscu setek — jedna z po-
zostalych 5 cyfr z 0, na
miejscu dziesiatek — jedna
z pozostalych 4 cyfr, a na
miejscu jednoéci — jedna
z pozostatych 3 cyfr.
Uczen II. Od liczby wszyst-
kich ciagéw czterocyfro-
wych odjal liczbe ciggéw
zaczynajacych sie od 0.

. a) Na pierwszym miejscu

musi by¢ széstka, pozostate
cyfry sg dowolne:
1-6-6-6=6"=216
b) Sa dwie mozliwosci:
1. w pierwszym rzucie wy-
padnie 3, w drugim 5 lub
6, pozostate wyniki sg do-
wolne;
2. w pierwszym rzucie wy-
padnie 4, 5 lub 6, pozostalte
wyniki sg dowolne.
1.2.6:6+3-6-6-6="720
c) Pierwsze dwie cyfry sa
dowolne, ostatnie dwie
tworza liczbe 25:
6-6-1-1=236
d) Pierwsze dwie cyfry sa
dowolne, ostatnie dwie
tworza jedna z liczb: 12, 16,
24, 32, 36, 44, 52, 56, 64:
6-6-9=2324

.a)4-3-3=36

b) 3 czarne — na 4 sposoby,
3 srebrne i 3 granatowe na
1 sposéb, czyli:
4+1+1=6

. Liczby trzycyfrowe:

8-8.7 =448
Liczby czterocyfrowe:
8-8-7-6=2688

. Od liczby wszystkich wy-

nikéw odejmujemy liczbe
tych, ktore maja na po-
czatku 0, oraz liczbe per-
mutacji cyfr 0, 2, 4, w kt6-
rych zero nie wystepuje na
pierwszym miejscu.

5:4-3—1:-4-3—2-2-1 =44
. a) 2° =32
b) 2'° = 1024
1. Rachunek prawdopodobiefstwa

POWTORZENIE

1.

2.

Podczas sprawdzianu nalezalo obliczyd¢, ile jest liczb czterocyfrowych o r6z-
nych cyfrach nalezacych do zbioru {0,1,2,3,4,5}. Ponizej przedstawiono
rozwigzania podane przez dwoch uczniéw.

uczen I: 5-5-4-3 =300 uczen II: 6-5-4-3—-1-5-4-3 =300

Uzasadnij podane rozwigzania.

Rzucamy czterokrotnie kostkyg. Wyrzucone liczby oczek sa kolejnymi cy-
frami liczby czterocyfrowej. Podaj, ile spoéréd otrzymanych w ten sposéb
liczb jest:

a) wiekszych od 6000,
b) wigkszych od 3500,

¢) podzielnych przez 25,
d) podzielnych przez 4.

Na parkingu salonu samochodowego stoi 10 samochodéw tej samej marki.
Cztery samochody sa czarne, trzy — srebrne, a pozostale — granatowe.
Wybieramy trzy samochody. Na ile sposobéw mozna dokonaé wyboru,
jesli wszystkie wybrane samochody maja by¢:

a) w r6znych kolorach, b) w tym samym kolorze?

Ile jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, w ktérych zapisie nie wy-
stepuje cyfra 77 Ile jest takich liczb czterocyfrowych?

Tle jest liczb trzycyfrowych, ktérych cyfry naleza do zbioru {0,2,4,6,8}
i nie moga si¢ powtarzaé, a ich suma jest wigksza od 67

Ile jest wszystkich liczb, w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry 0 i 1,

i ktére maja co najwyzej: a) 5 cyfr, b) 10 cyfr?

Ile jest siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych zaczynajacych si¢ od 66
lub od 6067

Chcemy kupié¢ tapczan i fotel. Sklep A ofe-
ruje 3 rodzaje tapczanéw i 6 rodzajéw foteli,
asklep B — 5 rodzajéw tapczanéw i 4 rodzaje
foteli. Ile mamy mozliwoéci wyboru, jesli ku-
pimy wszystko w jednym sklepie?

Tle jest wszystkich liczb pieciocyfrowych:
a) zaczynajacych sie od 12,

b) konczacych si¢ na 127

Powtoérzenie
1. 10° + 10* = 110000
2.3-6+5-4=238

3. a

) 1000 b) 900



1.6. Zdarzenia losowe

Rzut monetg czy rzut kostka to przyktady doswiadczen losowych, czyli takich
do$wiadczen, ktérych wyniku nie mozemy przewidzieé¢. W przypadku jedno-
krotnego rzutu moneta mozliwe wyniki to orzet lub reszka. W przypadku
jednokrotnego rzutu kostka mamy sze$¢ mozliwych wynikéw: 1, 2, 3, 4, 5 lub
6 oczek.

Poszczegdlne wyniki doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniami elemen-
tarnymi, a ich zbiér — przestrzenia zdarzen elementarnych lub krétko prze-
strzenig. Zgodnie z tradycja przestrzen zdarzen elementarnych oznaczamy
grecka wielka litera omega — €2, a pojedyncze zdarzenia elementarne — mata
litera omega — w.

Przyktad 1
a) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu moneta: Q = {o,r}, gdzie o ozna-
cza otrzymanie orta, a r — reszki.

b) Przestrzen zdarzen elementarnych rzutu kostka: Q = {1,2,3,4,5,6}.

¢) Przyjmujemy, ze przestrzenia zdarzen elementarnych w doswiadczeniu po-
legajacym na rzucie najpierw moneta, a nastepnie kostka, jest zbior:

Q=A{(r,1),(r2),(r,3),(r4),(rb),(r6),(o,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(0,6) }.

Cwiczenie 1

7 urny zawierajacej trzy kule ponumerowane: 1, 2 i 3 losujemy jedna kule,
a nastepnie druga. Zapisane w kolejnosci losowania numery kul tworza liczbe
dwucyfrowa. Podaj przestrzen zdarzen elementarnych, jesli:

a) wylosowanej kuli nie zwracamy do urny (losowanie bez zwracania),

b) wylosowana kule zwracamy do urny (losowanie ze zwracaniem).

Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbior przestrzeni zdarzen ele-
mentarnych €.

Zdarzenia losowe, zwane krotko zdarzeniami, oznaczamy wielkimi literami: A,
B, C itd.

Zbiér ) nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbiér pusty nazywamy
zdarzeniem niemozliwym. Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzy-
jajacymi zdarzeniu A.

Cwiczenie 1
a) O = {12,13,21,23,31, 32}
b) © = {11,12,13,21, 22, 23, 31, 32, 33}

1.6. Zdarzenia losowe
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1. Rachunek prawdopodobiefstwa

Przyktad 2

Rzucamy raz kostka. Rozpatrzmy zdarzenia:
A — wypadtla parzysta liczba oczek,

B — wypadta liczba oczek wigksza od 8,

C' — wypadla liczba oczek mniejsza od 7.

Przestrzenia zdarzen elementarnych jest zbior: Q = {1,2,3,4,5,6}.
Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki: 2, 4, 6, zatem A = {2,4,6}.
Zdarzenie B jest zdarzeniem niemozliwym, a C' — zdarzeniem pewnym.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma otrzymanych oczek jest mniejsza od 4,

B — iloczyn otrzymanych oczek jest podzielny przez 10.

Cwiczenie 3

Rzucamy cztery razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — wypadly co najwyzej dwie reszki,

B — wypadty doktadnie dwie reszki.

Zdarzenia losowe sa zbiorami, zatem mozemy na nich wykonywaé takie same

dziatania jak na zbiorach.
Niech A, B C Q.

Suma zdarzen A i B nazywamy zdarzenie AU B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elemen-

tarne sprzyjajace A lub B.

Iloczynem zdarzen A i B nazywamy zdarzenie
ANB, ktéremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia ele-
mentarne sprzyjajace jednoczeénie A i B.

Réznica zdarzen A i B nazywamy zdarzenie A\ B,
ktoremu sprzyjaja wszystkie zdarzenia elemen-
tarne sprzyjajace A i niesprzyjajace B.

Méwimy, ze zdarzenia A i B sg rozlaczne lub wykluczaja sie, jeSli czesé
wspélna A N B tych zdarzen jest zdarzeniem niemozliwym (AN B = 0).

Zdarzenie A" = Q\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A.
Zauwaz, ze ANA =0 oraz AUA = Q.

Cwiczenie 2

A= {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)}

B ={(2,5),(4,5),(5,2), (5,4),(5,6),(6,5)}

Cwiczenie 3

A={(r,r,0,0),(r,0,1,0),(r,0,0,7), (0,7,7,0), (0,7,0,7), (0,0,7,7), (1,0, 0, 0),
(o,7,0,0), (0,0,71,0), (0,0,0,7), (0,0,0,0)}

B ={(r,r,0,0),(r,0,7,0), (r,0,0,7), (0,7,7,0), (0,7,0,7), (0,0,7,7) }



Cwiczenie 4

Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — orzel wypadl co najwyzej raz, D — wypadtly same orty,

B — co najmniej raz wypadtla reszka, FE — wypadto wiecej ortéw niz reszek.
C — reszka wypadta doktadnie dwa razy,

Wskaz pary zdarzen wykluczajacych sie oraz pary zdarzen przeciwnych.

- @
sie w zdarzeniu B, co zapisujemy A C B.

Zauwaz, ze jeSli AC B,to ANB=A, AUB=BiA\B=0.

Uwaga. Jesli wszystkie elementy zdarzenia A naleza
do zdarzenia B, to méwimy, ze zdarzenie A zawiera

ZADANIA

1. Rzucamy trzy razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — suma wyrzuconych oczek jest réwna 17,

B — suma wyrzuconych oczek jest nie wigksza niz 6,
C — iloczyn wyrzuconych oczek jest réwny 36.

2. Rzucamy dwa razy kostka. Rozpatrzmy zdarzenia: A — pierwsza wyrzu-
cona liczba jest nie mniejsza od drugiej, B — wérod wyrzuconych liczb jest
liczba parzysta i liczba nieparzysta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarze-
niom A’ i B’. Sprawdz, czy zachodzg zaleznosci: AUB =, A'UB = B,
A\ B=PH, B cCA.

3. Z urny, w ktérej jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5, losujemy kolejno,
bez zwracania, dwie kule.

a) Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — za drugim razem wylo-
sowano liczbe parzysta, B — iloczyn wylosowanych liczb jest rowny 4,
C — pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugie;j.

b) Wyznacz zdarzenia: AUB, ANB, BNCiANBNC.

POWTORZENIE

1. Rzucamy dwa razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A — wypadlo wiecej ortéw niz reszek, B — wypadly co najmniej dwa orty,
C' — wypadly co najwyzej dwie reszki.

2. Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:

A — za trzecim razem wypadt orzet, B — wypadly co najmniej dwa orty,
C — wypadlo wigcej ortéw niz reszek.

Powtérzenie

1. A= {<07 O)}7 B = {<07 0)}7 C= {(07 0)7 (07 7")7 (Tv 0)7 (Tvr)}

2. A={(o,0,0),(0,r,0),(r,0,0),(r,r,0)}, B ={(0,0,7),(0,7,0),(r,0,0), (0,0,0)}
C=B

PN

Cwiczenie 4
A={(r,r,7),(0,r,7),(r,0,7),

zdarzenia wykluczajace sie¢:
AiD, AiE,BiD,CiD,
CiFE

zdarzenia przeciwne:

AiE,BiD
Odpowiedzi do zadan

1. A={(5,6,6),(6,5,6),

(6,6,5)}
1
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Nie zachodzi zadna z poda-

nych zaleznosci.

1.6. Zdarzenia losowe
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1. Rachunek prawdopodobiefstwa

Czestos¢ zdarzen

Rzucamy n razy moneta. Jedli k razy wypadnie orzel, to méwimy, ze cze-
sto$¢ pojawienia si¢ orta wynosi % W tabeli i na wykresie podano czestos$é
wyrzucenia orta podczas pewnego eksperymentu.

Liczba wykonanych rzutéw n | 10 [ 20 | 30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
Liczba otrzymanych ortéw & | 3 |12 | 17 [ 20| 26 | 29 | 33 | 39 | 45| 51

Czestosé % 0,310,60,57]0,5/0,52|0,48|0,47/0,49|0,5|0,51
czestosé wyrzucenia orta
0,6
Zwroé uwage na to, ze dla duzej 0.5
liczby rzutéw czestos¢ otrzyma- 04
nia Orla jest bliska %' 0,3 liczba V\’ykoﬂan} ch rzutéw

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki eksperymentéw polegajacych na rzu-
cie moneta, przeprowadzonych przez Francuza Georges’a Louisa Leclerca de
Buffona (1707-1788) i Anglika Karla Pearsona (1857-1936).

Liczba rzutow Liczba ortow Czestosé
G. L. L. de Buffon 4040 2048 0,5069
K. Pearson 12000 6019 0,5016
K. Pearson 24 000 12012 0,5005

1. Wykonaj 100 rzutéw moneta. Podaj otrzymana czesto$¢ wypadnigcia orla.

2. Wykonaj 100 rzutéow kostka. Sprawdz, czy czesto$¢ otrzymania széstki jest
bliska %.

3. Wykonaj 30 rzutéw dwiema kostkami. Za kazdym razem zapisz, czy suma
wyrzuconych oczek jest parzysta czy nieparzysta. Podaj czestosc, z jaka
wystepowata parzysta liczba oczek.

W 1733 roku Georges Louis Leclerc de Buffon sformu-
towal problem, zwany p6zniej problemem igly Buffona,
polegajacy na obliczeniu prawdopodobienstwa tego, ze
igla o dtugosci [, rzucona na podtoge podzielong liniami
réwnolegtymi odleglymi o d, spadnie na linie. Rozwia-
zanie tego problemu, podane przez Buffona w 1777 ro-
ku, pozwala wyznaczy¢ przyblizona warto$é¢ liczby
metodami rachunku prawdopodobienstwa.




1.7. Prawdopodobienstwo klasyczne

Rzucajac kostka, mozemy otrzymacé jeden z wynikéw nalezacych do zbioru

Q=1{1,2,3,4,5,6}. Przyjmujemy, ze kostka jest symetryczna (wszystkie wy-
niki pojawiaja sie réwnie czesto), zatem prawdopodobienstwo otrzymania kto-

1

regokolwiek z wynikow jest réwne <. Rozpatrzmy zdarzenie polegajace na wy-
g y G a

rzuceniu parzystej liczby oczek. Zauwazmy, ze zdarzeniu temu sprzyjaja trzy

3 1

wyniki: 2, 41 6. Zatem prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest réwne & = 3.

6 2

Jezeli wszystkie wyniki do§wiadczenia sg jednakowo prawdopodobne (zdarzaja

sie réwnie czesto), méwimy, ze mamy do czynienia ze schematem (prawdopo-
dobienstwem) klasycznym. W takiej sytuacji prawdopodobienstwo dowolnego

zdarzenia A zawartego w przestrzeni €2 okreslamy nastepujaco:

Jezeli ) jest zbiorem skonczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem

zdarzenia A C ) nazywamy liczbe:

P(A) =

ol[[IsN]|

Przyktad 1

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek wigkszej od 10 w dwu-

krotnym rzucie symetryczna kostk@.

Q={(11),( )(31)( 1), (

) )

) ) )

6,1)
6,2)
, 6.3),
6,4)
6,5)

(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)

6)

) ?

)

(1,

7

o6 8.6 (46). (.6, 6,91

/\/\/\/\

Przestrzen zdarzen elemen-
tarnych ma 36 elementéw:

Q=36

Zdarzenie, ktérego prawdopodobienistwo chcemy obliczy¢, ma 3 elementy:

A={(5,6),(6,5),(6,6)}, stad A =3

3 _ 1

Zatem: P(A) = = = %= 13

QA

Cwiczenie 1

Rzucamy dwukrotnie symetryczng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzy-

mania:

a) sumy oczek mniejszej od 5,

Cwiczenie 1

Q=36

a) A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1), (2,2), (3, 1)}

A=6, P =g5=1

b) B ={(1,1),(1,3),(1,5), (2,2), (2
(5,1),(5,3), (5,5), (6,2), (6,4), (6,6)}

B=18, P(B)=8 -1

b) parzystej sumy oczek.

1.7. Prawdopodobieristwo klasyczne
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Cwiczenie 2

Q=2"=16

A = {(T7 T7 T7 T)7 (07 T7 T7 T)7
,’17 07 ,’17 ,’1)7 (r7 r7 07 T)7

(
(r,7,7,0)}

A=5,czyli P(A) = &

Odpowiedzi do zadan

1‘ A = {(7"7 T, T7 0)7 (T7 T7 o, T)7
(r,0,7,7), (0,7,7,7),
(ryrymyr)}

B = {(07 o,T, T)7 (07 r,o, T)7
(o,7,7,0),(r,0,0,7),

(’r7 07 ,’17 0)7 (’r7 ,’17 07 0)}

C ={(o,0,7,7),(0,7,0,7T),
(o,7,7,0),(r,0,0,7),
(r,o0,7,0),(r,7,0,0),

(07 07 07 0)7 (T7 r7 T7 T)}
Najbardziej prawdopodob-
ne jest zdarzenie C.

2. Q=36
a) A={(1,3),(2,4),(3,5)
(4,6)}
A=4,PA)=4=1
b) B = {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)7
(2,2),(2,3),(3,2),(3,3),
(BB
(5,4),(5,5), (5,6), (6,5),
(6,6)}
B =16, P(B) = & — 4
3. a)
A
a
b)
B
B
30 1. Rachunek prawdopodobiefstwa

Przyktad 2
Rzucamy trzy razy symetryczna moneta. Oblicz prawdopodobiehstwo tego,
ze wypadnie mniej ortéw niz reszek.

Q ={(0,0,0),(0,0,7),(0,7,0), (1,0,0), (0,7,7),(r,0,7), (r,7,0), (r,r,7)}

Zatem € = 8. Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na otrzymaniu mniej-

szej liczby ortéw niz reszek:

Zatem A =4 i stad P(A) =

A={(o,r,1),(r,0,7),(r,7r,0), (1,7, 7) }

_4_1
82

[[S]

Cwiczenie 2
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy czterokrotnym rzucie symetryczna

moneta wypadnie mniej ortéw niz reszek.

ZADANIA
1.

Rzucamy cztery razy symetryczna moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zda-
rzeniom:

A — wypadly co najmniej trzy orty,

B — liczba ortéw jest rowna liczbie reszek,

C — wypadla parzysta liczba reszek.

Ktore z tych zdarzen jest najbardziej prawdopodobne?

Rzucamy dwukrotnie symetryczng kostka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze:

a) liczba oczek otrzymana w drugim rzucie jest o 2 wigksza od liczby oczek
otrzymanej w pierwszym rzucie,

b) liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznig sie co najwyzej o 1.

Rzucajac czworoscienna symetryczna kostka, mozemy otrzymaé jedna

z liczb: 1, 2, 3 lub 4 (podana przy wierzchotku kostki).

a) Gracz rzucajacy dwukrotnie taka kostka
wygrywa, jesli suma wyrzuconych liczb jest
wigksza od 5. Wypisz wyniki sprzyjajace wy-

granej i oblicz jej prawdopodobienstwo.

b) Gracz rzucajacy trzykrotnie taka kostka
wygrywa, jesli suma wyrzuconych liczb jest
nie mniejsza od 10. Oblicz prawdopodobien-
stwo wygrane;j.

4), (4,2),(4,3), (4,4)}

ool »-lk

,2),(3,3,4),(3,4,3),(4,3,3),(3,4,4), (4,3,4), (4,4, 3), (4,4,4)}



4. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przy trzykrotnym rzucie symetryczna
monetg orzel wypadnie co najmniej dwa razy.

5. a) Ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} losujemy jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze bedzie ona podzielna przez 3.

b) Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru liczb dwucyfrowych
liczby podzielnej przez 3.

¢) Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania ze zbioru liczb trzycyfrowych
liczby podzielnej przez 5.

6. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposréd wszystkich liczb dwu-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 11, b) 6.

7. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania sposréd wszystkich liczb trzy-
cyfrowych liczby, ktérej suma cyfr jest réwna: a) 2, b) 3.

8. Na loterii jest 60 loséw, w tym 12 wygrywajacych. Kupujemy 1 los.
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to los wygrywajacy.
b) Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze bedzie to los wygrywajacy, jezeli
przed nami kupiono juz 4 losy i byly to losy wygrywajace.

9. Na pewnej loterii jest 5 losow wygrywajacych. Kupujemy 1 los. Ile po-

winno by¢ wszystkich loséw na tej loterii, aby prawdopodobienistwo tego,
ze kupimy los wygrywajacy, byto wigksze od 0,27

POWTORZENIE

1. Student potrafi odpowiedzie¢ na 20 sposrdéd 25 pytan egzaminacyjnych.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze nie bedzie umiatl odpowiedzie¢ na
wybrane losowo pytanie.

2. W urnie znajduja si¢ 2 kule biale, 3 czarne i 5 zielonych. Oblicz prawdo-
podobienstwo wylosowania kuli:

a) bialej, b) bialej lub zielone;j.
3. W pudetku znajduje si¢ 6 cukierkdéw czekolado-

wych o nadzieniu marcepanowym, 5 — o nadzieniu

orzechowym i 10 — o nadzieniu karmelowym. Ob-

licz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany
cukierek ma nadzienie:

a) marcepanowe b) marcepanowe lub karmelowe.

Powtérzenie

1.0=25A=5cyli PA)=2=1 3.0=2
= A= _ 6 _2
2.0=10 a)i—ﬁvP(A)—21—7
a) A=2 PA)=2=1 b) B =16, P(B) = 8
b)B=7, P(B) = %

()=t=}

5 a)ﬁ = 10, 4 = 3, czyli
P(A) =
b) @ = 90, B = 30, czyli
PB)=5% =3
¢) Q =900, C' = 180, czyli
PO) = 45 =5
Q=90
a) A ={29,92,38,83,47,
74,56,65}, A = 8,
P(A) = 980 = 445
b) B = {15,51, 24, 42, 33,
60}, B = 6,

a) A = {101,110, 200},
=3, P(A) =55 =35
b) B = {111,102, 120, 201,

210, 300}, B = 6,

=l

P(B) = o = T

a) Q =60, A = 12, czyli

PA)=g =3

b) Q =56, B = 8, czyli

PE) ==}
=n,gdzien >5in € N,
=5, czyli

P(A)=2 >3
wiec n < 25. Zatem loséw
powinno by¢é wiecej niz 5
i mniej niz 25.

1.7. Prawdopodobieristwo klasyczne 31



Rzut monetq

Gra polegajaca na rzucie monetq byta
znana juz w starozytnosci.

Rzut powinien by¢ wykonany

w ten spos6b, by moneta podczas
lotu kilka razy sie obrocita.

Wielokrotny rzut

Oznaczmy przez O otrzymanie w rzucie
moneta orta, a przez R — reszki.

Przy dziesi¢ciokrotnym rzucie

moneta otrzymujemy wynik w postaci
dziesieciowyrazowego ciagu, na przyklad
RRRRORRORO.

Rzut na szczescie

Oczywiscie nie kazdy rzut moneta jest
zwigzany z matematyka. Turysci czgsto
rzucaja monetami do fontanny, wierzac,

ze dzieki temu wrdca w to miejsce raz
jeszcze. Jedna z najpopularniejszych wérod
turystow fontann jest rzymska fontanna

di Trevi. W ciggu p6t roku turysci potrafia
do niej wrzuci¢ monety o warto$ci nawet
pot miliona euro.




Sprawiedliwa decyzja

Rzut moneta jest wykorzystywany w niektérych sportach, na przyklad by rozstrzygnac, ktéra
druzyna rozpocznie mecz. Nawet jesli podejrzewamy, Ze moneta nie jest symetryczna (prawdopodo-
bieristwo wyrzucenia orla jest réwne p, prawdopodobienstwo

wyrzucenia reszki jest rowne g oraz p # q),

mozemy Za jej pomoca
podja¢ sprawiedliwg .\\ p @ powtarzamy rzuty

decyzje. .
Nalezy postapi¢ p

nastepujaco:

wykonujemy
dwa rzuty
monetg

Nawet jesli moneta nie jest symetryczna, to otrzymanie par
orzel-reszka oraz reszka—orzel jest jednakowo prawdopodobne
— ich prawdopodobienstwo jest réwne pq.



Odpowiedzi do zadan

1. a) 2 = 26,

A=0.25-16+0,1-10 = 5,
P(A)=%

£
)

— 928,

B=025-16+
+0,1-1042=7,

8
=0,125-24+ 0,5 - 26+
0,230 = 22,

4)=%

40

S+ 2l

n o __ .24
'80_2 120

Stad n = 32.

. n — liczba loséw wygrywa-

jacych,
n + 20 — liczba loséw prze-

grywajacych,
n+:+20 =03
n =15
Zatem wszystkich loséw
jest 50.

. a)n — liczba dolozonych
kul biatych

24n __ 3
6+n ~ 4

Zatem wszystkich kul
jest 16.

b) n — liczba kul zielonych
w drugiej urnie
8+n 5)

s = g Wiec n =12

Zatem wszystkich kul
jest 36.

wiec n = 10.

1. Rachunek prawdopodobiefstwa
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.8. Prawdopodobienstwo klasyczne — zadania

W klasie liczacej 16 dziewczat i 10 chlopcéw 25% dziewczat i 10% chlopcéw
interesuje sie wspinaczka skatkows.

a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana osoba z tej klasy
interesuje sie wspinaczka.

b) Jakie bedzie to prawdopodobienstwo, jesli do klasy dojdzie dwdch chlop-
c6éw interesujacych sie wspinaczka?

W klasie ITla jest 24 uczniow, w IIIb — 26 uczniow, a w Illc — 30
uczniéw. Egzamin maturalny z jezyka francuskiego ma zamiar zdawaé
12,5% uczniéw klasy ITa, 50% uczniéw klasy IIIb i 20% uczniéw klasy
IIIc. Oblicz prawdopodobiefnstwo tego, ze uczen losowo wybrany sposréd
wszystkich uczeszczajacych do tych klas ma zamiar zdawaé¢ mature z je-
zyka francuskiego.

Na pierwszej loterii jest 120 loséw, w tym 24 losy wygrywajace. Na drugiej
loterii jest 80 losow, w tym n loséw wygrywajacych. Oblicz n, wiedzac, ze
prawdopodobienstwo wygranej, jezeli kupimy 1 los, jest na drugiej loterii
dwukrotnie wigksze niz na pierwszej.

Liczba loséw przegrywajacych jest na pewnej loterii o 20 wieksza od liczby
loséw wygrywajacych. Oblicz, ile jest wszystkich loséw na tej loterii, wie-
dzac, ze prawdopodobienstwo wygranej, jezeli kupimy 1 los, jest rowne 0,3.

a) Do urny zawierajacej 2 kule biale i 4 czarne dotozono pewna liczbe kul
biatych. Ile jest obecnie wszystkich kul w urnie, jesli prawdopodobiefistwo
wylosowania kuli biatej jest réwne %?

b) W pierwszej urnie znajdowalo sie 6 kul biatych i 8 zielonych, a w drugiej
— 10 kul bialtych i pewna liczba kul zielonych. Po przetozeniu wszystkich
kul z pierwszej urny do drugiej prawdopodobienstwo wylosowania z niej
kuli zielonej byto réwne 8. Ile byto wszystkich kul?

Klasyczna definicje prawdopodobienstwa precyzyjnie
sformutowal francuski matematyk, fizyk i astronom
Pierre Simon de Laplace (1749-1827). Zamiedcil ja
w dziele Théorie analytique des probabilités wydanym
w 1812 roku. Od roku 1785 Laplace byt cztonkiem Aka-
demii Nauk w Paryzu. W 1799 roku byl ministrem
spraw wewnetrznych.




6. Do urny, w ktorej znajdowaly si¢ 2 kule biale i 8 czarnych, dotozono taka

6. n — liczba dotoz h kul
sama liczbe kul biatych i czarnych. Ile kul dotozono, jesli prawdopodobien- 1 ceba CUIOZORYER K

w kazdym z koloréw
stwo wylosowania kuli bialej jest teraz dwa razy wieksze niz na poczatku? 24n

oo =2 15
7. Dziesieé kul rozmieszczamy w dziesieciu szufladach. Oblicz prawdopodo- n=10
bienstwo tego, ze kazda szuflada bedzie zajeta (kule i szuflady rozréz- Zatem dotozono 20 kul.
niamy). 7. =10, 4 = 10!,
. o . . . P(4) = 510 = 15 =
8. Windg zatrzymujaca sie na 6 pietrach jada 4 osoby. Oblicz prawdopodo- — 0,00036288
bienstwo tego, ze: =
8. O =6"=1296

a) kazda osoba wysiadzie na innym pietrze,

. . A=6-5-4-3 =360,
b) wszyscy wysiada na tym samym pietrze. a)

P(4) = 250 = &

1296 18
9. Test dotyczacy zycia pingwinéw sklada sie b) B=6,
z 10 pytan, na ktére mozemy odpowie- (B) = 125 = 515
le(?é ,,tak” lub ,,1.116”. OthZ’ I')I'aWdOp'OdO? 9. ﬁ _ 210 — 1024
bienstwo zaliczenia testu, jesli odpowiedzi = 1
. ) . a) A=1, P(4) = px

wskazujemy losowo i aby zaliczy¢ test, mu- _ _

simy odpowiedzie¢ poprawnie: b) B=10+A4 =11,

P(B) = 1(1);4

a) na wszystkie pytania,

b) na co najmniej 9 pytan.

POWTORZENIE Powtérzenie
1. Rzucamy trzy razy symetryczng monets. Wypisz wyniki sprzyjajace zda- 1. A= {(0,0,0), (0,7,0),
rzeniom: A — za pierwszym razem wypadl orzel, B — za drugim razem (0,0,7), (0,7,7)}
wypadt orzel, C' — wypadly co najmniej dwa orty, D — wypadly co najwy- B = {(0,0,0), (0,0,7),
zej dwie reszki. Oblicz prawdopodobienstwa powyzszych zdarzen. (.2 (el
C ={(o,0,7),(0,7,0),
2. Rzucamy dwa razy symetryczna kostka. Niech A,, oznacza zdarzenie: suma (r,0,0),(0,0,0)}
oczek wyrzuconych na obu kostkach jest réwna n. Oblicz: P(Ay), P(As3), D = {(0,0,0),(r,0,0),
P(A4) (0,7,0),(0,0,7),
(r,r,0), (r,0,7), (0,7,7)}
3. Rzucamy dwa razy symetryczng kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zda- Q=2=38
rzen: A — co najmniej raz wypadnie 6 oczek, B — dokladnie w jednym P(A) = P(B)=P(C) =
z rzutéw wypadnie co najmniej 5 oczek, C —iloczyn oczek, ktére wypadna =£=3
w obydwu rzutach, jest liczba nieparzysta. P(D)=1
4. Na &ciankach szeiciennej symetrycznej kostki znajduja sie nastepujace 2. & =6 =36
liczby oczek: 1, 2, 3, 4, 5, 5. Rzucamy dwa razy ta kostka. Oblicz prawdo- ﬁﬁA:){(l, })}7 czyli
2) = 36

podobienstwo tego, ze suma oczek bedzie rowna 6.

= 36 18
3. 2:62 =36 A ={(1,3),(3,1),(2,2)},
A =11, czyli P(A) = 1% czyli P(As) = & = &
B =16, czyli P(B) = 46 — 4
C=9 czyli P(C)= % =1
4. Q=6 =36
A={(1,5),(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(51),(5,1)}
P(A)= &

1.8. Prawdopodobieristwo klasyczne — zadania 35
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1.9. Rozklad prawdopodobienstwa

Pewna kostke poddano testowi, wykonujac dluga serie rzutow. Rezultaty testu
przedstawiono w tabeli — podano w niej (w procentach), jak czesto pojawial
si¢ dany wynik — liczba oczek.

Liczba oczek 1 2 3 4 ) 6
Czestoéé wystepowania | 12,5% | 12,56% | 12,5% | 25% | 12,5% | 25%

Zwrdé uwage na to, ze czestodé wystepowania nie jest taka sama dla wszystkich
wynikéw. Na tej podstawie mozna przyjac¢ dla testowanej kostki nastepujace
prawdopodobienstwa pojawienia sie danej liczby oczek:

Liczba oczek 1 2 3 4 5 6
Prawdopodobiefistwo 3 3 N o i L

W powyzszej tabeli podano rozklad prawdopodobienstwa dla do$wiadczenia
polegajacego na jednokrotnym rzucie testowana kostka.

Aby podaé rozklad prawdopodobienstwa, nalezy zdarzeniom elementarnym:
w1,Ws, ... ,wy, przyporzadkowac liczby: pi,ps,...,p, nalezace do przedziatu
(0;1) tak, aby spelniony byl warunek:

pr+p+...+p,=1

Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A obliczamy, sumujac prawdopo-
dobienstwa wynikéw sprzyjajacych temu zdarzeniu.

Niech A C €. Prawdopodobienstwo P(A) zdarzenia A jest suma prawdo-
podobiehstw zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

Przyktad 1
W tabeli obok podano rozktad prawdo- |w; [ 1 | 2|3 | 4|5 |6
podobienstwa dla doswiadczenia polega- | p, % % % % é %

jacego na jednokrotnym rzucie niesyme-
tryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia parzystej liczby oczek
w rzucie ta kostka.

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A = {2,4,6}:
P(A)=5+5+35=%



Cwiczenie 1

W tabeli obok podano rozklad prawdo- Wil 213141516
podobienstwa dla doswiadczenia polega- pi| L L | L | 1| 1| L
5|6 |15| 3|6 |15

jacego na jednokrotnym rzucie niesyme-
tryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo wyrzucenia nieparzystej liczby
oczek oraz prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej trzech oczek.

Jesli wszystkie zdarzenia elementarne: wy,...,w, maja rowne prawdopodo-
bienstwa, to mamy do czynienia ze schematem klasycznym. Wéwczas:
. 1
Pr=pP2=...=Pn=7

Uwaga. W zadaniach dotyczacych rzutu kostka lub moneta bedziemy przyjmowacd,
ze wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne (czyli kostka lub
moneta jest symetryczna), chyba ze zaznaczono, ze jest inaczej.

ZADANIA

1. W rzucie pewng moneta orzel wypada dwukrotnie czesciej niz reszka. Po-
daj rozktad prawdopodobienstwa dla doswiadczenia polegajacego na rzucie
tg monetyq.

Wi 1

\V]

31415

(=}

2. Rzucamy raz niesymetryczna kostka.

Przerysuj do zeszytu i uzupetnij tabele Di
przedstawiajaca rozklad prawdopo-

|~
S

1 1
1 1

gl

1
6

—

(

dobienstwa, jesli prawdopodobienistwo otrzymania 6 oczek jest dwukrotnie
wieksze od prawdopodobiefnistwa otrzymania 5 oczek. Oblicz prawdopodo-
biefistwo otrzymania parzystej liczby oczek w rzucie ta kostka.

3. Niech w; oznacza liczbe otrzymanych ortéw, a p; — prawdopodobiefistwo
otrzymania danej liczby orléw. Podaj rozklad prawdopodobienstwa dla
do$wiadczenia polegajacego na rzucie:

a) dwiema monetami, b) trzema monetami.

POWTORZENIE

1. Na $ciankach szeSciennej kostki znajduja sie nastepujace liczby oczek: 1,
2, 3, 4, 5, 5. Podaj rozktad prawdopodobienstwa dla rzutu ta kostka.

2. W tabeli obok podano rozklad praw- wil 112131141516
dopodobienstwa dla do$wiadczenia po- NN
legajacego na jednokrotnym rzucie 2 | 4 ]10]10]20

niesymetryczna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania w rzucie
ta kostka:
a) parzystej liczby oczek, b) nieparzystej liczby oczek.

Powtérzenie

1.

wi | 12]3]4]5
1 1 1 1 1
Pi |5 |6 |6 |56 |3

2. a) A — wypadla parzysta liczba oczek
PA)=1+%+0=%
b) B — wypadla nieparzysta liczba oczek
P(B)=1-PA)=1-5=2

Cwiczenie 1.
P({1,3,5}) =+ + & +

_ 13
~ 30

P({3,4,5,6}) = = + 1 +

1L _ 19
+15_30

ol

Odpowiedzi do zadan

1. P(o) = %, P(r) = %

1 1 1 1 _

T _ 3 1 4 2
1_E—lo_10+10

S

Prawdopodobienstwo
otrzymania parzystej
liczby oczek:

1 1 129
33t 5 =%

3. a)
w; |0 1] 2
pi 1|31
b)
w; 01123
ABEEE

1.9. Rozkfad prawdopodobienistwa

37



Cwiczenie 1

a) Q=2"=16

A — co najmniej raz wypadnie
reszka

A’ — nie wypadnie zadna
reszka .

A" ={(0,0,0,0}, A" =1,
P(A)=1-P(A") :1—%6 =
15

16

b) O = 63 = 216

B — co najmniej raz wypadnie
szostka

B’ — nie wypadnie zadna
szostka

B’ =5° =125,
P(B)=1-P(B)=1-32 =

216
_ 91
216

Cwiczenie 2
Q=6°=36
A" — suma oczek, ktére wy-

padna w obu rzutach, jest
mniejsza od 4

A= {17 1)7 (17 2)7 (27 1)}:

A =3,
P(A) =55 = %
Zatem:
PA=1-PA)=1

12°
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1.10. Wlasnosci prawdopodobienstwa

TWIERDZENIE

Niech 2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktérym zostato okre-
$lone prawdopodobienstwo P. Wéwczas dla dowolnych zdarzen A, B C Q:

1. P(A) > 0 oraz P(A) < 1, 3.jesli A C B, to P(A) < P(B),
2. P(0) =0 oraz P(Q2) =1, 4. P(A) =1—- P(A).

Przyktad 1
Rzucamy trzykrotnie moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze przynaj-
mniej raz wypadnie orzet.

Q = 8. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na otrzymaniu przynajmniej
jednego orta w trzech rzutach. Rozpatrzmy zdarzenie A’ przeciwne do zda-
rzenia A. Polega ono na wyrzuceniu samych reszek: A" = {(r,r,r)}. Zatem

A= 1, czyli:
PA) =

=l ||
oo| =

Stad:

P(A)=1-PA)=1-¢=1

1
8
Cwiczenie 1

a) Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze przy-
najmniej raz wypadnie reszka.

b) Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze przynaj-
mniej raz otrzymamy 6 oczek.

Cwiczenie 2

Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze suma liczb oczek,
ktére wypadng w obu rzutach, jest réwna co najmniej 4. Podaj opis zdarzenia
A" i wypisz sprzyjajace mu zdarzenia elementarne. Oblicz P(A’) i P(A).

Cwiczenie 3
Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze iloczyn
liczb oczek, ktére wypadna w obu rzutach, jest mniejszy od 30.

Cwiczenie 3
Q=6>=36
A — iloczyn oczek, ktore wypadng w obu rzutach, jest mniejszy od 30

A’ — iloczyn oczek, ktére wypadna w obu rzutach, jest nie mniejszy od 30
A= {(5,6),(6,5),(6,6)}, 4’ = 3,

PA)=g=1

1
11
B

=
Zatem P(A)=1-P(4A) = T



Cwiczenie 4

Rzucamy moneta i kostka. Jest 12 mozliwych wynikéw tego doswiadczenia:
Q = {(0,1),(0,2), (0,3), (0,4), (0,5), (0,6), (r,1), (r,2), (r,;3), (r,4),(r,5),
(r,6)}. Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze na monecie wypadt
orzel, a B — ze na kostce wypadta parzysta liczba oczek. Przerysuj tabele do
zeszytu i ja uzupelnij.

Zdarzenie Wiyniki sprzyjajace Prawdopodobienstwo
A (071)7(072)7(073)7(074)7(075)7(076) % = %
B (0,2),(0,4),(0,6),(r,2), (r,4), (r,6) =3
ANB (0,2),(0,4), (0,6) 2=1
(071)7(072)7(0, ) ( ) ( ) 9 _ 3
AVB (0,6). (r.2), (r.4), (r.6) 12~ 4
Sprawdz, czy zachodzi réwnos$é: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

TWIERDZENIE

Niech €2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktérym zostalo okre-
slone prawdopodobienstwo P. Wéwczas dla dowolnych zdarzen A, B C €

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Cwiczenie 5
Oblicz prawdopodobienstwo sumy zdarzer’l A, B C Q, jesli:

a) P(4) =4, P(B)=1, P(ANB)=1,
b) P(A) =2, P(B)= &, P(ANB)=1.

Cwiczenie 6
Oblicz prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A, B C €, jesli:

a) P(A)=2, P(B)=1%, P(AUB) =12,
b) P(4) = 3, P(B) =4, P(AUB)= 1.

Cwiczenie 7

W pewnej grupie uczniéw kazdy zna jezyk angielski lub niemiecki. Wiadomo,
ze prawdopodobiefistwo wylosowania z tej grupy ucznia znajacego jezyk an-
gielski jest rowne 7 , natomiast prawdopodoblenstwo wylosowania ucznia zna-

jacego jezyk nlemleckl jest réwne £. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze lo-

5
sowo wybrany uczen zna obydwa jezyki.

Cwiczenie 7
7

A — uczeh zna jezyk angielski, P(A) = ¢

P(N) = 4

AUN - uczen zna jezyk angielski lub niemiecki,

N — uczen zna jezyk niemiecki,
P(AUN) =1
AN N — uczen zna oba jezyki

P(ANN)=P(A)+ P(N) - P(AUN) =2

1.10.

Cwiczenie 5
a) P(AUB) =

ERa
b) P(AUB) = 2+

1
3
S5
12

Cwiczenie 6

P(ANB) = P(A)+ P(B)+
—P(AUB)

a) P(ANB)=2+1-3=1
b) P(ANB) = 2+1-1 _

Wiasnosci prawdopodobienstwa 39



Cwiczenie 8
P(A) = 5+=, P(B) = & oraz

216 72

Ai B wykluczaja sie, zatem:

P(AUB) = -+ & =2

216 54-

Cwiczenie 9
a) P(A\ B)=0,8—0,35 =
=0,45

b) P(A\ B) = § —

Sl

1
3

Odpowiedzi do zadan

1. A — w obu rzutach otrzy-

40

mamy te samg liczbe oczek
B’ — wyrzucimy co naj-
mniej jedna szostke
Q=16°=36
A=6PA)=L=1
(4) =1-P(4)

B =11, P(B)
P(B)=1-P(

)

nN_5
G

_u

3

1
6
N _ 25
B) =%

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

TWIERDZENIE

Niech 2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktérym zostato okre-
Slone prawdopodobienstwo P. Wéwczas jesli zdarzenia A 1 B C € wyklu-
czaja sie (AN B = 0), to:

P(AUB)=P(A)+ P(B)

Cwiczenie 8

Rzucamy trzema kostkami. Prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek réw-

nej 3 wynosi ﬁ, a prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek rownej 4 wy-
1

nosi z5. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze suma otrzymanych oczek bedzie

mniejsza od 5.

TWIERDZENIE

Niech 2 bedzie zbiorem zdarzen elementarnych, na ktérym zostato okre-
$lone prawdopodobienstwo P. Wéwczas dla dowolnych zdarzen A, B C Q:

P(A\ B) = P(A) — P(AN B)

Dowod
Dla dowolnych A, B C QQ mamy: zauwaz, ze zbiory
A= (A\B)U(ANB). (A\B)i(ANB)

sa rozlaczne

P(A) = P(A\ B) + P(ANB)
Stad P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

Cwiczenie 9
Niech A, B C Q. Oblicz P(A\ B), jesli:
a) P(A)=0,8i P(ANB) = 0,35, b) P(A)=31iP(ANB) = 1.

ZADANIA

1. Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze w kazdym
rzucie otrzymamy inna liczbe oczek, a zdarzenie B — Ze ani razu nie otrzy-
mamy szostki. Podaj opis zdarzenia A’ oraz zdarzenia B’. Oblicz prawdo-
podobienstwa zdarzen: A, A, B'i B.

2. Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen: A —
suma oczek, ktére wypadna w obydwu rzutach, jest réwna co najmniej 4,
B —iloczyn oczek, ktére wypadna w obydwu rzutach, jest mniejszy od 25.

.Q=62=36

A’ — suma oczek, ktére wypadng w obydwu rzutach jest mniejsza niz 4
A ={(1,1),(1,2),(2,1)}, A =3, cayli P(A") = 3 = L
Zatem P(A)=1-P(A)=1- & = 1.

B’ - iloczyn oczek, ktére wypadng w obydwu rzutach jest nie mniejszy niz 25
B' ={(5,5), (5,6), (6,5), (6,6)}, B' = 4, czyli P(B) = & = 1

Zatem P(B)=1—-P(B)=1- é — %.



10.

8. F — uczen zna jezyk francuski, P(F) = 2

a) Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze
reszka wypadnie co najwyzej trzy razy.

b) Rzucamy pigciokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze
moneta nie upadnie pieé¢ razy ta samag strona do gory.

Rzucamy trzykrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) sz6stka wypadnie co najwyzej dwa razy,

b) ta sama liczba oczek nie powtérzy sie trzykrotnie.

Z liczb od 1 do 20 losowo wybieramy jedna A B
liczbe. Niech A oznacza zdarzenie polegajace
na wylosowaniu liczby podzielnej przez 2, a B
— podzielnej przez 3. Przerysuj do zeszytu
i uzupelnij diagram, a nastepnie podaj: P(A),
P(B), P(ANB)i P(AUB,).

Sprawdz prawdziwosé¢ réwnosci: P(AU B) =

1571317 11 19 @
P(A)+ P(B)— P(ANB).

a) Losujemy jedna liczbe sposréd: 1,2,3, ... ,50. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze liczba ta jest podzielna przez 2 lub przez 3.
b) Losujemy jedna liczbe spoérdd: 1,2,3,...,100. Oblicz prawdopodobien-

stwo tego, ze liczba ta jest podzielna przez 2 lub przez 5.

Rzucamy dwukrotnie kostka. Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen:

A — w obu rzutach otrzymano parzysta liczbe oczek lub obie otrzymane
liczby oczek sa wigksze od 3,

B — iloczyn liczb otrzymanych oczek jest nieparzysty lub wiekszy od 24.

7 ankiety dotyczacej znajomosci jezyka francuskiego i hiszpanskiego prze-
prowadzonej w pewnej grupie uczniéw wynika, ze %

7 — zna oba jezyki, natomiast % — zna co najmniej jeden z tych

z nich zna jezyk fran-
cuski,

jezykéw. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze uczen losowo wybrany z tej

grupy zna jezyk hiszpanski.

Niech A, B C Q. Oblicz P(AU B) oraz P(A\ B), jesli:

a) P(A)=3%, P(B)=1%, P(ANB) =4,
b) P(A)= 5, P(B)=2, P(ANB) = 1.

Niech A, B C Q. Oblicz P(AN B), jedli:
a) P(A) =0,5, P(B) =0,6 i AU B jest zdarzeniem pewnym,

b) P(A)=1, P(B)=2iP(ANB)=31P(AUB).

£, H — uczen zna jezyk hiszpanski

F U H — uczen zna francuski lub hiszpanski, P(F U H) = ==
F N H — uczeh zna oba jezyki, P(FNH) =
U =G )=
&=t P(H) -
Zatem P(H) = ;—é
9.2) P(AUB) =1, P(A\B) = 2 b) P(AUB) = 1, P(4\ B) =

10.2) 0,1 b) &

3.2) Q=2=16

A’ — reszka wypadnie czte-
ry razy
A =1, czyli PA) =&

Zatem:

P(A)=1- P(4) =
=1-%=2.

b) O = 2° =32

B’ — wypadnie pie¢ ortéw
lub pieé reszek

B = 2, czyli
P(B)=% =1
Zatem P(B) = 1-P(B') =
—1-— 115
6 16°

.3263=216

a) A’ — sz6stka wypadnie
trzy razy
A= 1, czyli P(A") = 5.
Zatem P(A) = 1—-P(A') =

=1— L — 215
216 216"

b) 2

P(A)= =1

P(B)= £ =%

P(ANB) =%

P(AuB) =2
Réwnosé jest prawdziwa.

a) 0,66 b) 0,6

. 0=62=236

A1 — w obu rzutach otrzy-
mano parzysta liczbe oczek
Ag — obie otrzymane liczby
oczek sa wigksze od 3
A=A UA,

P(A) = P(A1) + P(A2) +
7P(A1ﬂA2)=

- 36 + 36 36 18

B — 1loczyn liczb wyrzuco-
nych oczek jest nieparzysty
Bs — iloczyn liczb wyrzu-
conych oczek jest wiekszy

B = B1UBsy

P(Bl) = 3957 P(BQ) = %:
P(BN B = &

P(B) = P(B1) + P(B2) +

1.10. Wiasnosci prawdopodobienistwa 41



11.

12.

13.

a) Jesli BC ACQ, to
ANB=B8B.

P(A\ B) =
= P(A)— P(ANB) =
— P(A) - P(B)

b) P(A\B) = 0,95—0,48 =
= 0,47

a) PLAUB) =2+ 1=
= g—é > 1, czyli zdarzenia

nie moga si¢ wykluczac.

b) PLAUB)=2+1=
13

= 1+ < 1, czyli zdarzenia

mogg, sie wykluczad.

A — uczen nie lubi zadnego
z wymienionych przedmio-
tow

A =200+
—(100 + 50 + 15 + 5) =
=200 — 170 = 30

P(A): 30 — 3

200 20

Powtérzenie

1.

42

Q=2"=32

A’ — nie wypadnie zaden
orzet, A’ =1,

czyli P(A') = 4.
Zatem:
P(A)=1-P4)=

31

—1_ 1 _
=3I 35 =

. a) A—liczba jest podzielna

przez 2

B — liczba jest podzielna
przez 5

AU B - liczba jest po-
dzielna przez 2 lub przez 5

P(A):45:1

90 2
P(B)=8 -1
P(ANB) =& =+
P(AUB) = P(A)+
+P(B)-P(AnB) =3

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

11.

12.

13.

POWTORZENIE
1.

a) Uzasadnij, ze jesli B C A C Q, to P(A\ B) = P(A) — P(B).
b) Niech B ¢ A C Q. Oblicz P(A\ B), jesli P(A) =0,951 P(B) =

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Czy zdarzenia A, B C Q mogg sic wykluczaé, jedli P(A) = 21 P(B) = %?

Dla zdarzen wykluczajacych si¢ spetniony jest warunek:
P(AUB)=P(A)+ P(B)

Zatem P(AUB) = %—i—% = % > 1. Z otrzymanej sprzeczno$ci wynika,

ze zdarzenia A i B nie moga sie wykluczac.

(.

Czy zdarzenia A, B C 2 moga sie wyklucza¢?

a) P(A) =3, P(B)=; b) P(A) =

5 2 %v P(B) =3

W ankiecie przeprowadzonej wéréd 200 uczniéw klas trzecich pewnego
liceum otrzymano nastepujace wyniki:

— matematyke lubi 100 uczniéw,

— historie lubi 90 uczniéw, biog
10, .
— biologie lubi 35 uczniéw, 8%

— matematyke i historie lubi 25 uczniéw,

matematyke i biologie lubi 15 uczniéw,

— historie i biologie lubi 20 uczniéw,

— matematyke, historie i biologig lubi 5 uczniéw.
Przerysuj przedstawiony obok diagram do ze-
szytu i go uzupelnij. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze losowo wybrany uczen nie lubi

zadnego z wymienionych przedmiotéw.

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania przynajmniej jednego orta w do-
$wiadczeniu polegajacym na pieciokrotnym rzucie moneta.

Sposrdd liczb dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bienistwo tego, ze wylosowana liczba jest:

a) parzysta lub dzieli sie przez 5, b) podzielna przez 3 lub przez 4.

3. Niech A, B C Q. Oblicz P(AU B), jesli:

. a) P(AUB) = P(A) +
+

a) P(A) = 0,35, P(B) = 0,47 1 AN B jest zdarzeniem niemozliwym,
b) P(A") = 0,6, P(B) = 0,251 P(AN B) = 0,1.

. b) A — liczba jest podzielna przez 3, B — liczba jest podzielna przez 4,

AU B — liczba jest podzielna przez 3 lub przez 4
PA)=8 =1 PB) =% =1
P(ANB)=& =4

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =2

(B) = 0,35 + 0,47 = 0,82

P
b) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0,4 + 0,25 — 0,1 = 0,55



1.11. Zagadnienia uzupetniajace

Doswiadczenia wieloetapowe

Przyktad 1

W Kklasie II1a jest 15 chtopcéw i 15 dziewczat, w klasie ITIb jest 9 chlopcow
i 21 dziewczat. Rzucamy kostka: jesli wypadnie szostka, to losujemy jedna
osobe z klasy IIla, w przeciwnym razie losujemy jedng osobe z klasy IIIb.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowang osoba bedzie dziewczyna.

Przedstawiamy na drzewie ilustracje tego doswiadczenia.

1
5 % rzut kostka
w klasie I[1la jest 6 1,2,3,4,5 w klasie I1Ib jest
15 chtopcow 30 30 30 30 9 chlopcow
i 15 dziewczat i 21 dziewczat
¢ d c d

Zdarzeniu A polegajacemu na wylosowaniu dziewczyny sprzyja wyrzucenie
6 oczek i wylosowanie dziewczyny z klasy I1la oraz wyrzucenie liczby oczek

mniejszej od 6 i wylosowanie dziewczyny z klasy IIIb. Zatem:
_1.15,5 211, 7 _2
PA =530t 30-"12T12"3

Odpowiedzi do zadan

1. Jedna z oséb uczacych sie w klasie IIla lub IIIb ma otrzymaé¢ darmowy 1. A — bilet otrzyma dziew-
bilet do cyrku. W klasie I1la jest 20 chtopcow i 10 dziewczat, w klasie I1Ib czyna
— 12 chlopcow i 18 dziewczat. Rzucamy moneta: jedli wypadnie orzel, to lo- PA)=3 %+3'0=1
sujemy osobe z klasy I11a, jesli reszka — z ITIb. Oblicz prawdopodobienstwo 2.

1 5
tego, ze bilet otrzyma dziewczyna. 8 &
2. Mamy dwie urny z kulami: w pierwszej s 3 kule biale i 3 czarne, w drugiej I I
— 2 biate i 6 czarnych. Rzucamy kostka: jesli wypadnie jedno oczko, to : a2 5 o
losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym razie — z drugiej. Oblicz
b c b ¢

prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej.
A — wylosowano kule czarng,

3. Mamy dwie urny z kulami: w pierwszej sa 2 kule biate, 2 czarne i 2 zielone, L s 5 6 17
PA)=5-5+5 s5=m

w drugiej — 3 biale, 4 czarne i 1 zielona. Rzucamy kostka: jesli liczba oczek
jest podzielna przez 3, to losujemy kule z pierwszej urny, w przeciwnym
razie — z drugiej. Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania kuli biatej.

3. A — wylosowano kule biatg
COETRIVH
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a) A — wylosowano kule
biata
PA)=1 4A41.3_ 1

2 10 — 20
b) B — wylosowano kule
761t

PB)=13=1

¢) C' — wylosowano kule
niebieska

PC)=L1-&£+1 &=

(SN

5.
12 36
18 18
k m
1 36 12 35
a7 a7 a7 a7
k m k m

A — wycieczke wygra co
najmniej jedna kobieta

A’ — zadna kobieta nie wy-
gra wycieczki
P(A)=1-P4)=

—1_36.3 _1_ 105 _
48 47 188

_ 83

188

44 1. Rachunek prawdopodobienstwa

5. W pewnej firmie pracuje 36 mez-

4. Mamy dwie urny z kulami: w pierwszej sa 4 kule biale i 6 niebieskich,
w drugiej — 3 biate, 5 z6ttych i 2 niebieskie. Rzucamy moneta: jesli wypad-
nie orzetl, to losujemy kule z pierwszej urny, jesli reszka — z drugiej. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli:

a) bialej, b) z6ltej, ¢) niebieskiej.

Przyktad 2

Wsréd 30 uczestnikéw wycieczki jest 12 uczniéw i 18 studentéw. Biuro
turystyczne postanowito zwréci¢ potowe kosztéw wycieczki dwém losowo
wybranym osobom. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze zwrot otrzyma
przynajmniej jeden uczen.

Przebieg losowania ilustrujemy za pomoca drzewa.
12 18

30 30 losujemy pierwsza osobe
uczen student
11 18 12 17
29 29 29 29 Josujemy druga osobe
uczen student  uczen student

Niech zdarzenie A oznacza, ze wéréd wylosowanych dwoch oséb jest przy-
najmniej jeden uczen. Rozpatrzmy zdarzenie A’ — wsréd wylosowanych
nie ma ani jednego ucznia (na drzewie oznaczone kolorem czerwonym):

n— 18 17 _ 51 g Yay? ia A:
P(A) = 30 " 29 — 145 Obliczamy prawdopodobienistwo zdarzenia A:

P(A)=1-PA)=1-2L =22 ~0,65

czyzn i 12 kobiet. W ramach nagrody
postanowiono ufundowaé¢ wycieczke
do Swinoujécia dwém losowo wybra-
nym pracownikom. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze wycieczke wy-
gra co najmniej jedna kobieta.

6. Mamy trzy urny z kulami: w urnie U; sa 3 kule biale, w urnie U, — 3 kule

czarne, a w Us — 3 biate i 1 czarna. Rzucamy dwa razy moneta: jesli wy-
padng dwa orty, to losujemy kule z urny Uy, jesli dwie reszki — z urny Us.
W pozostatych przypadkach losujemy kule z urny Us. Oblicz prawdopo-
dobienstwo wylosowania kuli czarnej.

6. A — wylosowano kule czarna

P(A):%.1+%.l:§

4 8



Przyktad 3

Dla pewnej niesymetrycznej monety prawdopodobienstwo wyrzucenia orla
wynosi p, a prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki — g. Oblicz p i ¢, jesli
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na wyrzuceniu co najmniej
jednej reszki przy dwukrotnym rzucie ta moneta jest

rowne %.

Rozpatrzmy zdarzenie A’ polegajace na wyrzu- y {

ceniu dwéch ortéw. Mamy P(A’) = p? oraz: ) R
P(A)=1-PA)=1-£=1 ;/\; p/\q

Zatem p? = § istad p =  oraz ¢ = 2. o R O R

Dla pewnej niesymetrycznej monety prawdopodobienstwo wyrzucenia orta
wynosi p, a prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki — q.

a) Rzucamy dwukrotnie tg moneta. Uzasadnij, ze prawdopodobienstwo
wyrzucenia orta w pierwszym rzucie i reszki w drugim rzucie jest takie
samo jak prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki w pierwszym rzucie i orta
w drugim rzucie.

b) Oblicz p i g, jesli przy trzykrotnym rzucie ta moneta prawdopodobief-

. . . . , 37
stwo wyrzucenia co najmniej jednego orta jest rowne £7.

a) Wpuszczony do labiryntu szczur, dochodzac do rozwidlenia drég, dwa
razy czesciej skreca w lewo niz w prawo. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze szczur dotrze do pokarmu (oznaczonego na rysunku litera P).

P P

wejscie

b) Inny szczur wpuszczony do tego samego labiryntu, dochodzac do roz-
widlenia drég, skreca w prawo w % przypadkdéw. Oblicz z, jesli prawdo-

podobienstwo tego, ze szczur dotrze do pokarmu, jest réwne 1—96.

8. A — szczur dotrze do pokarmu

a) Prawdopodobienstwo skretu w lewo jest réwne %, a W prawo =.

3
P(A)y=1.2.141.1.1_1
b) Prawdopodobiefistwo skretu w prawo jest réwne 155,
— 100— 3 _ 2 (100-— _ 2
P(A)_ﬁ' 1ooz 'ﬁJF(S_O) _(13_0) ( 1ooz+ﬁ)_(ﬁ)
45 9

(ﬁ)z = 75, czylix =75

100—=z
100 -

a w lewo

7.

a) A — zdarzenie polega-
jace na wyrzuceniu orta
w pierwszym rzucie i reszki
w drugim

B — zdarzenie polegajace
na wyrzuceniu reszki

w pierwszym rzucie i orta
w drugim

P(A)=p-q, P(B)=q-p
Zatem P(A) = P(B).

b) B — otrzymano co naj-
mniej jednego orta

B’ - otrzymano trzy reszki
P(B')=1-P(B)
¢=1-Z

qz%,czylip:l—q:%
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9.

10.

46

A — wygranie nagrody po-
cieszenia

1 3
20 o 20
20
G D P
1 3
19,4 19
19
G D P
1 3
18 18
G
PA)=Z+2 &+

2 1 .3
36 15 18
_ 17141841 _ 1
= 710196 6
A — bilet otrzyma przynaj-
mniej jeden chlopiec

A’ — biletu nie otrzyma za-
den chtopiec

9.

10.

Przykiad 4
Na loterii jest 20 loséw, w tym 4 wygrywajace (oznaczone litera W)
i 2 uprawniajace do dalszego losowania (oznaczone litera D). Pozostale

losy sa przegrywajace (oznaczone lite- 14 2
ra N). Oblicz prawdopodobiefistwo /’M
wygranej, jesli kupimy 1 los.

N W “ D )
Na drzewie przedstawiamy ilustracje mozli- m
wych wynikéw. Niech A oznacza wygranie na
N W D

tej loterii, jesli kupimy 1 los, wowczas:

14
4 2 4 2 1 4 2 18 4
P(A)—%-l—%-ﬁ—l—%.ﬁ.ﬁ_g /‘18

Na loterii fantowej jest 1 nagroda gtéwna i 3 nagrody pocieszenia. Wsréd
20 los6éw sa 4 losy uprawniajace do odebrania jednej z nagréd oraz 2 losy
uprawniajace do dalszego losowania. Oblicz prawdopodobienstwo wygra-
nia nagrody pocieszenia, jesli kupimy 1 los.

W pewnej klasie jest 10 chlopcéw i 20 dziewczat. Liczba biletéw do kina,
ktore beda rozlosowane wéréd ucznidéw tej klasy, bedzie réwna liczbie or-
16w otrzymanych w rzucie dwiema monetami. Oblicz prawdopodobiefistwo
tego, ze bilet otrzyma przynajmniej jeden chlopiec.

Warto$¢ oczekiwana gry

Rozwazmy gre, w ktorej mozliwe jest n wynikéw liczbowych: 1, zo, . ..
i prawdopodobiefistwo otrzymania wyniku z; jest réwne p; dlai =1,...,n.
WartoScia oczekiwang gry nazywamy liczbe:

7:1:71

T1p1 + Top2 + ... + TpPn

Gre nazywamy sprawiedliwa, jesli jej warto$¢ oczekiwana jest réwna 0.

PAY 142 2 11. Bierzemy udzial w nastepujacej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie co
<1 )20_ 119—1_ 12;113_0 + najmniej 5 oczek, to wygrywamy z; zl, w przeciwnym wypadku przegry-
SPIU20RNe 2 0 6925 wamy 2y 71,
f(A) =1-P) =55 ~ a) Uzasadnij, ze jedli 1 = 50 zl i zo = —40 zl, to warto$é oczekiwana tej
~ 0,307 gry jest réwna —10 zl (czyli gra jest dla nas niekorzystna).
b) Oblicz warto$é oczekiwana tej gry, jesli wygrana zq = 45 z1, a przegrana
T = —15 z1.
¢) Tle musialaby by¢ réwna wygrana, aby gra byla sprawiedliwa, jesli prze-
grana zo = —50 z17
Moz pr+a-pr=a1-2+T2-5=a1-5+T2-3
a) T1-p1+a2-pr=>50-%2—40-2 =50 30 = 30 — 10 [z]]
b)zi - +ax2-2=45-2-15.2 =4 _ 30 _5 [
¢) z1-5+x2-2=a21-2-50-2=0, czyli z; = 100 zt
1. Rachunek prawdopodobiefstwa
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12. Bierzemy udzial w nastepujacej grze. Rzucamy kostka — jesli wypadnie
parzysta liczba oczek, to wygrywamy z1 = 10 zl, jesli wypadnie 5 oczek,
to wygrywamy xo = 120 zl, a jesli 1 oczko lub 3 oczka, to przegrywamy
r3 = —90 zl.

a) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupeknij, a nastepnie oblicz
warto$é oczekiwana tej gry.

T; r1 =102t | 29 =120 2t |23 = —90 zl

. 1 1 1
Di 3 5 3

b) Jaka powinna byé wysoko$é przegranej, aby gra byla sprawiedliwa?

Zagadnieniem wartosci oczekiwanej gry zajmowat
si¢ holenderski matematyk, fizyk i astronom Chri-
stiaan Huygens (1629-1695). W 1657 roku wydal
prace dotyczaca rachunku prawdopodobienstwa De
ratiociniis in ludo aleae (,,O wnioskowaniu w grach
hazardowych”). Christiaan Huygens byt czlonkiem
Towarzystwa Krélewskiego w Londynie i Akademii
Nauk w Paryzu.

13. W tabeli podano prawdopodobienstwa trafienia ,tréjki”, ,,czwérki”, , piat-
ki” i ,sz0stki” w grze liczbowej, w ktérej skreslamy 6 sposrdd 49 liczb.

Hrojka” okoto 0,017 650 404
czworka” | okoto 0,000968 620
»piatka” okoto 0,000018 450
»Szostka” | okoto 0,000 000072

a) Przyjmijmy, ze wygrywamy jedynie wtedy, gdy trafimy ,szostke”. Cena
jednego zakladu jest réwna 1 zl. Jaka powinna by¢é wysoko$¢ wygranej,
aby byla to gra sprawiedliwa?

b) Przyjmijmy, ze cena jednego zakladu jest réwna 1 zl. Trafiajac ,tréjke”,
wygrywamy 10 zl, ,czwérke” — 100 zl, ,piatke” — 1000 zl. Jaka powinna
by¢ wysoko$¢ wygranej w przypadku trafienia ,szostki”, aby gra byta spra-
wiedliwa?

¢) Przyjmijmy, ze trafiajac ,tréojke”, wygrywamy 100 zl, ,czwérke” —
1000 zt, ,piatke” — 10000 zl, a ,sz6stke” — 10000000 zt. Jaka powinna
by¢ cena jednego zaktadu, aby gra byla sprawiedliwa?

13. a) z; - 0,000000072 — 1-0,999999928 = 0, czyli z1 ~ 13888888 z}
b) 10 - 0,017650404 + 100 - 0,000 968 620 + 1000 - 0,000 018 450 +
-+ -0,000000072 — 1-0,981362454 = 0, czyli x ~ 9577034 zt
c) 100 - 0,017 650404 + 1000 - 0,000 968 620 + 10000 - 0,000 018450 +
-+ 10000000 - 0,000000072 — c- 0,981 362454 = 0, czyli c =~ 3,71 zt

12.a) 10- 3 +120- £ —90- 3

= —5 [z}]

b) 10-34120- 3 +z3-5 =0,

czyli 1 = —75 zt

1.11. Zagadnienia uzupetniajace
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Odpowiedzi do zadan

1.

48

. a

. a

a) 5! =120

b) 6! = 720

c) 8! = 40320
)

1-7! = 5040
b) 2! - 6! = 1440
¢) KMKMM
KMMKM
KMMMK
MKMKM
MKMMK
MMKMK
.2!.31 =72

(@)

)5-4-3=60
b)5-5-5 =125
)

.a) 3* =81

b) 4% .2 =128

. Liczby parzyste:

4-3-2-1-1+
+3:3:2:1-2=060

(do liczb z 0 na konicu do-
dano liczby z 2 lub 4 na
konicu).

Liczby nieparzyste:
3-3-2:1-2=236

. W trzech szufladach:

3t=81
W pieciu szufladach:
5* = 625

. Numery od 45:

10° = 100000

Numery od 345:
10* = 10000

600

1
3
(B)= 48 =1

P(A) — 200 _
P 600

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

Zestawy powtorzeniowe
Zestaw |

1. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce:
a) 5 0sob, b) 6 oséb, c) 8 0s6b?

2. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w kolejce:
a) 1 kobiete i 7 mezczyzn, jesli kobieta stoi na poczatku kolejki,
b) 2 kobiety i 6 mezczyzn, jesli kobiety stoja na poczatku kolejki,
c¢) 2 kobiety i 3 mezczyzn, jesli kobiety nie moga staé obok siebie?
3. Ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie wystepuja tylko cyfry: 1, 2,
3, 8, 9 oraz:

a) zadna cyfra sig¢ nie powtarza, b) cyfry moga sie powtarzaé?

4. Ile jest liczb czterocyfrowych:
a) w ktérych zapisie moga wystapi¢ tylko cyfry: 5, 61 7,
b) nieparzystych, w ktérych zapisie moga wystapié tylko cyfry: 4,5, 61 77
5. Ile jest liczb pieciocyfrowych parzystych o réznych cyfrach, w ktérych za-
pisie uzyto tylko cyfr: 0, 1, 2, 3 i 47 Ile jest takich liczb nieparzystych?

6. Na ile sposobéw cztery kule o numerach: 1, 2, 3 i 4 mozna rozmiesci¢
w trzech rozréznialnych szufladach, a na ile w — pigciu?

7. lle jest siedmiocyfrowych numeréw telefonicznych zaczynajacych sie od 45,
a ile — zaczynajacych sie od 3457

8. W pewnej szkole zebrano dane dotyczace  liczba uczniéw

ocen semestralnych z wychowania fizycz- 200
nego i przedstawiono je na diagramie shup- 159

kowym. Oblicz prawdopodobienstwo tego, 100

ze losowo wybrany uczen otrzymal z tego

przedmiotu: a

a) ocene celujaca, . 2 3 1 5 o
b) ocene wyzsza niz dostateczna. ocena



9. Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A —

L . . .. . . A=
wypadly co najmniej dwie reszki, B — wypadly co najwyzej dwie reszki, ? @ i()r,(:, i);gg’ o),
C — wypadly trzy reszki. 18 = (@) (s P
a) Czy zdarzenia A i B si¢ wykluczaja? (0,7,7),(r,0,0),(0,7,0),
b) Czy zdarzenia B i C sa zdarzeniami przeciwnymi? (0,0,7), (0,0, 0)}
) Coy sdarzenic AU B jost darzent , 0= {(rm,)}
¢) Czy zdarzenie jest zdarzeniem pewnym? a) Nie, bo AN B £ 0
d) Czy zdarzenie AN B jest zdarzeniem niemozliwym? b) Tak, bo C = B'
10. Rzucamy cztery razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — c) Tak, bo AUB =Q
orzel wypadtl co najwyzej raz, B — orzel wypadl nie wiecej razy niz reszka. d) Nie.
Oblicz prawdopodobienstwa zdarzen: A, B, A\ B, B\ A. 10. A= {(o,r,7,7), (r,0,7,7),
(r,ry0,7), (r,r,7,0),
Zestaw Il G
B = (07 07 r7 r)’ (07 r? 07 r)?
(07 r,T, 0)7 (7", 0,0, T)7
1. Rzucamy dwa razy kostka. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom: A — su- (r,0,7,0), (r,7,0,0),
ma oczek jest réwna 8, B — iloczyn oczek jest réwny 12. Oblicz prawdo- @777 (G o 7 )
podobienstwa zdarzen: A, B, A’, B, AN B oraz AU B. E’"’ 7@, r))i‘(n r,7,0),
r,r,r,"r
2. Rzucamy dwa razy kostka. Niech x oznacza liczbe oczek uzyskanych O-=29%"— 16
w pierwszym rzucie, a y — liczbe oczek uzyskanych w drugim rzucie. Oblicz P(A) =2, P(B) = 1,
prawdopodobienstwo tego, ze: P(A\ B) =0,
a) suma z + y jest liczba wieksza od 10, c) iloraz ¥ jest réwny 2, P(B\A) =L =2
b) iloczyn z - y jest liczba parzysta, d) iloraz £ jest réwny 3.
Zestaw II

3. Sposréd wszystkich liczb czterocyfrowych, w ktérych zapisie uzyto tylko 4

cyfr: 2, 3, 51 6, losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze wylosowana liczba:

a) nie dzieli si¢ przez 5,

b) jest nieparzysta lub dzieli si¢ przez 5,

c) jest parzysta lub dzieli si¢ przez 5.

4. Sposréd wszystkich liczb trzycyfrowych, w ktérych zapisie uzyto tylko cyfr:
0, 112, losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylo-
sowana, liczba:

a) nie dzieli sie przez 10, b) jest nieparzysta lub wigksza od 200. )
5. Lucznik, strzelajac do tarczy, uzyskuje co najmniej 10 punktéw z praw-
dopodobienistwem 0,4, a co najwyzej 10 punktéw z prawdopodobien-
stwem 0,8. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze tucznik uzyska doktadnie
10 punktéw.
4.0=2-3.3=18
a) A — liczba nie dzieli si¢ przez 10, A" — liczba dzieli si¢ przez 10
A =2.3.1=6, czyli P(A') = & = 1. Zatem P(A) =1— P(A') = 2.
b) 13
5. Zdobycie co najmniej 10 punktéw: P(A) = 0,4, 3.

zdobycie co najwyzej 10 punktéw: P(B) = 0,8,
zdobycie co najmniej lub co najwyzej 10 punktéw: P(AU B) = 1,
zdobycie doktadnie 10 punktéw: P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AUB) =0,2.

0=62=36

P(A) = £,

P(B) =55 = 3.
PAY=% PB)=4§,
P(ANB)= 2 =%
P(BUA) =&
0=62=36

czyli P(A) = & = 5.

b) Przynajmniej jedna

z liczb musi by¢ parzysta,

B =27, czyli
_ 27 _ 3

P(B) =35 =3

C) C= {(27 1)7 (47 2)7 (67 3)}7

a) A= {(576)7 (675)7 (67 6)}7

Zestawy powtérzeniowe 49



— 6.
6. 0=15+9=24

a) A=7+4=11,

P(4) = 5

b) B=8+5=13,

P(B) = 1 7

¢)C=5+3=8,

P(C) =1
7.a) P(A) =S =2

b) Kula zielona:

P(4) = 5, 8.

50

kula o numerze parzystym:
P(B)= %,
kula zielona o numerze pa-
rzystym: P(ANB) = &,
kula zielona lub o kula nu-
merze parzystym:

P(AUB) = P(A)+P(B)+

—-P(AnB)=2 =12

. W drugim losowaniu zo-

stato 99 loséw, w tym 5 wy-
grywajacych 40 zt i 4 wy-
grywajace 60 zt.

9 1

5 4 _ 9 1
99+99_99_11

. a) Dziewczeta lubiace ma-
tematyke: A = 0,6-15 =9, 10

9

czyli P(A) = 3.
b) Osoby nielubigce mate-
matyki:

B=04-154+07-10=13, 11.

czyli P(A) = £

25°

12.

11. a)

12. a) P(A\ B) = P(A)— P(ANB) =0,

W urnie jest 15 kul zéttych ponumerowanych od 1 do 15 oraz 9 kul zielo-
nych ponumerowanych od 1 do 9. Losujemy 1 kule. Oblicz prawdopodo-
biefistwo tego, ze bedzie to kula o numerze:

a) parzystym, b) nieparzystym, ¢) podzielnym przez 3.

. W urnie jest 5 kul biatych, 5 zielonych i 5 czarnych. Kule kazdego koloru

zostaly ponumerowane od 1 do 5. Losujemy 1 kule. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze bedzie to:
a) kula biala lub czarna, majaca numer nieparzysty,

b) kula zielona lub kula o numerze parzystym.

Na pewnej loterii jest 100 loséw, w tym 10 wygrywajacych 20 zt, 5 wy-
grywajacych 40 zt oraz 5 wygrywajacych 60 zt. W pierwszym losowaniu
wyciagneliémy los wygrywajacy 60 zt. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze w drugim losowaniu wyciagniemy taki los, ze z obu losowan razem uzy-
skamy wygrana nie mniejsza niz 100 zi.

W pewnej klasie jest 15 dziewczat i 10 chtopcow. Uczniom tej klasy zadano
pytanie: ,Czy lubisz matematyke?”. Na [ tak [ nie
diagramach przedstawiono wyniki ankiety.

Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze lo- 0% %
sowo wybrana osoba z tej klasy: 60%

a) jest dziewczyna i lubi matematyke,

b) nie lubi matematyki. dziewczeta chlopcy

Niech A, B C Q. Oblicz P(AU B), jesli:
a) P(A) =03, P(B)=04iP(ANB)=0,2,

b) P(A) = %, P(B) = % i AN B jest zdarzeniem niemozliwym.

Niech A, B C Q. Oblicz P(AN B), jedli:

a) P(A) =0,7, P(B) = 0,81 AU B jest zdarzeniem pewnym,
b) P(A) =2, P(B)=¢iP(AUB) = 1.

Niech A, B C Q. Oblicz P(A\ B), jedli:

a) P(A)=091i P(ANB)=0,5,

b) P(B)=1iP(AUB) = 3.

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB)=0,3+0,4—0,2=0,
P(AUB)=P(A)+P(B)=2+1% =14
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB), AUB=Q

P(B)

BN
D
o
I
s
SR
JF

3

5

P
—P(AUB)=0,74+08—-1=0,

3 5

A

P(B)=1-P(B)=1-1=2
By=1y46_1-2
0

( 4
b) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B), czyli P(A) — P(ANB) = P(AUB) — P(B).
) =

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

P(AUB) — P(B) =

1
e



Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Test
Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1. Liczb dziesigciocyfrowych, w ktérych zapisie moga wystapié jedynie cyfry
213, jest:

A. 782 B. 58, C. 1000, D. 1024.

2. Liczb pieciocyfrowych, w ktérych zapisie pierwsza i ostatnia cyfra sa takie
same, jest:
A. 104, B. 9-103, C. 92-102, D. 92.103.

3. Rozpatrzmy czterocyfrowe kody, w ktérych cyfry sie nie powtarzaja. Ile
jest takich kodow, jesli wystepuja w nich jedynie cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 67
A. 360 B. 720 C. 64 D. 46

4. 7 cyfr: 1, 2, 314 utworzono takie czterocyfrowe kody, ze suma pierwszych
dwéch cyfr jest parzysta, a suma ostatnich dwéch jest nieparzysta (cyfry
mogg si¢ powtarzaé). Takich kodéw jest:

A. 24, B. 25, C. 3%, D. 43.

5. Rzucamy trzykrotnie moneta. Zdarzenie A polega na wyrzuceniu niepa-
rzystej liczby ortéw, a zdarzenie B — na wyrzuceniu wiekszej liczby ortéw
niz reszek. Wowczas:

A. P(A) > P(B), C. P(A) < P(4),
B. P(4) < P(B), D. P(B) > P(B').

6. Rzucamy dwukrotnie kostka. Zdarzenie A polega na tym, ze iloczyn liczb
wyrzuconych oczek jest liczbg parzysta. Wowczas:

A.P(A)=1, B.PA=31  CPA)=% D PA) =1L

7. Niech A,B C Q. Jedli P(A) = 2, P(B) = 2 oraz A C B, to:

=5 1
A. P(ANB) =0, C. P(AUB) = &,
B. P(ANB) =1, D. P(AUB) = 3.

8. Rzucamy dwa razy sze$cienng kostka, na ktérej $ciankach znajduja sie
nastepujace liczby oczek: 1, 2, 3, 4, 6, 6. Prawdopodobienstwo tego, ze
suma wyrzuconych oczek jest wigksza od 10, jest réwne:

1 1 1 1
A g, B. C. 5, D. %

6 12°

Odpowiedzi do zadan

1. 219 = 1024

2.9-10-10-10-1=9-103

3.6:5-4-3 =360

4. 4.2.4.2=143

RS
S0 s
Qo
S
“O
o
Q

3T
2
I

6. A’ — iloczyn liczb jest nie-
parzysty (obie liczby sa
nieparzyste)

PA)= 2 =1,
P(A) =3

7. P(ANB) = P(A) = 2,
P(AUB)=P(B) =2

8. Q=6 =36
A — suma oczek jest wiek-
sza od 10
A=2"=4
PA)=%=1

Przed obowigzkowa maturg z matematyki 51



Odpowiedzi do zadan

1. P(AUB) = P(A) +

52

.6224:16 oraz

+P(B)— P(ANB) =
—0,640,7—0,4=009

. Q=62 =36 oraz A = 16,

zatem P(A) = 18 =

Ok

Il

|

zatem P(A) = 2

16

.Q=16+4+14+9=230

A — u pacjenta nastapita
poprawa
A=16+1=17

P(A) =1

=10? = 100

= {<17 3)7 (27 4)7 (37 5)7
,6),(5,7),(6,8),(7,9),
;10)}

=8

Zatem P(A) = -5 = Z.

| R e Qll

1. Rachunek prawdopodobiefstwa

Zadania z krétka odpowiedzia

Zadanie 1 (2 pkt)

Niech A, B C . Oblicz prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B, jesli
P(A)=0,6, P(B") =0,3 oraz P(AN B) = 0,4.

Zadanie 2 (2 pkt)

Rzucamy dwa razy kostka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze dokladnie
w jednym z rzutéw wypadna 3 lub 4 oczka.

Zadanie 3 (2 pkt)
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze w czterokrotnym rzucie moneta trzy razy
wypadnie orzel.

Zadanie 4 (2 pkt)
W celu przetestowania dzialania nowego leku

poddano badaniu dwie grupy pacjentéw choru- Liczba pacjentéw
jacych na pewna chorobe. W I grupie podawano Brak
nowy lek, a w II zamiast leku podawano §rodek | Grupa | Poprawa poprawy
neutralny. W tabeli podano otrzymane wyniki. . 16 4
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze u losowo

wybranego pacjenta nastapita poprawa. 1 ! 9

Zadania z rozszerzona odpowiedzia

Zadanie 5 (4 pkt)
Trzy kobiety i czterech mezczyzn ustawia sie¢ w kolejce. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze wszystkie kobiety stana obok siebie.

Zadanie 6 (4 pkt)

W urnie jest pie¢ kul o numerach: 1, 2, 3, 4 i 5. Losujemy bez zwracania
trzy kule. Numery wylosowanych kul zapisane w kolejnosci losowania two-
rza liczbe trzycyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to liczba po-
dzielna przez 2.

Zadanie 7 (4 pkt)

W urnie jest dziesie¢ kul ponumerowanych od 1 do 10. Losujemy kolejno ze

zwracaniem dwie kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze numer drugiej
wylosowanej kuli jest o 2 wigkszy od numeru pierwszej kuli.

Zadanie 8 (5 pkt)
Sposrod liczb trzycyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobien-
stwo tego, ze jest to liczba podzielna przez 4 lub 5.

8. 2 =900

A — liczby podzielne przez 4, P(A) = 222

B - liczby podzielne przez 5, P(B) = 132
AN B — liczby podzielne przez 4 i 5, P(AN B) = 94750
AU B — liczby podzielne przez 4 lub 5,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = 260 — 2





