zadania.info — NAJWIEKSZY INTERNETOWY ZBIOR ZADAN Z MATEMATYKI

PROBNY EGZAMIN MATURALNY
Z MATEMATYKI

POZIOM PODSTAWOWY
CKE

3 KWIETNIA 2020

CZAS PRACY: 170 MINUT

Zadania zamkniete

Z ADANIE 1 (1 PKT)

Niech a = —2ib = 3. Warto$¢ wyrazenia a” — b” jest réwna
A% B) 7} Q) —% D) -4}
ROZWIAZANIE
Liczymy
1 1 73
b a 3 -2
— = —2 — = -0 —= -9 = ——,
a—b"=(-2)"-3 8 2 8 9 9

Odpowiedz: C

Z ADANIE 2 (1 PKT)

Liczba 97 - 812 jest réwna
A) 814 B) 81 C) 913 D) 93¢

ROZWIAZANIE

Liczymy
99 . 812 — 99 . (92)2 — 99 . 94 — 99+4 — 913.

Odpowiedz: C

Z ADANIE 3 (1 PKT)

Wartoé¢ wyrazenia log, 8 + 5log, 2 jest réwna
A)2 B) 4 C)2+log,5 D)1 +log, 10
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ROZWIAZANIE

Korzystamy ze wzorow

log, x +log, y = log, xy
log, x" = nlog, x.

Sposéb 1
Liczymy
log, 8 + 5log, 2 = log, 2° + log, 2° = log, <23 : 25> =log, 2% =
4
= log, (22> = log, 44 =4,
Sposéb I1
Liczymy . 1
log, 8 + 5log, 2 = log, 2° 4+ 5log, 2 = log, (2%)2 + 5log, (2%)2 =
= 10g44% ~|—5log44% = g + g = 4.

Odpowiedz: B
© Podobajq Ci sie nasze rozwigzania? ©
© ZMMMM% Pokaz je kolezankom i kolegom zé szkoty!

Z ADANIE 4 (1 PKT)

®©

Dane sa dwa kota. Promieni pierwszego kota jest wiekszy od promienia drugiego kota o 30%.
Wynika stad, ze pole pierwszego kota jest wigksze od pola drugiego kota

A) o mniej niz 50%, ale wiecej niz 40%. B) o mniej niz 60% , ale wiecej niz 50%.
C) doktadnie o 60%. D) o wiecej niz 60%.
ROZWIAZANIE

Oznaczamy przez R promien kota wiekszego, a przez r promient kota mniejszego. Mamy
zatem
R = 130%r =1, 3r.

Zatem
mR? = 71(1,3r)? = - 1,69r* = 169% - 77>

To oznacza, ze pole pierwszego kota jest wieksze 0 69% od pola drugiego kofta.

Odpowiedz: D
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Z ADANIE 5 (1 PKT)

Liczba (2v/7 — 5)% - (24/7 + 5)? jest réwna
A)9 B) 3 C) 2809 D) 28 — 20v/7

ROZWIAZANIE

Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na réznice kwadratow.
2
(2V7 =52 (V7 +5) = ((2V7 - 5)(2v7 +5)) " =

= ((zﬁ)z - 52)2 = (28-25)>=3*=09.

Odpowiedz: A

Z ADANIE 6 (1 PKT)

Wskaz rysunek, na ktérym jest przedstawiony zbiér wszystkich liczb x spetniajacych waru-
nek: 11 < 2x — 7 < 15.

A) l l -
-11 -9 X
B : s :
0 = 3 :
D) l l >
9 11 X
ROZWIAZANIE

Przeksztat¢my dana nieréwnosé¢

1MM<2x—-7<15 /+7
18<2x <22 /:2
9<x <11

Taki przedziat jest zaznaczony na rysunku D.

Odpowiedz: D

Z ADANIE 7 (1 PKT)

Rozwazmy tre$¢ nastepujacego zadania:

Obwdd prostokata o bokach dtugosci a i b jest réwny 60. Jeden z bokéw tego prostokata jest o 10

dtuzszy od drugiego. Oblicz dtugosci bokéw tego prostokata.

Ktéry uklad réwnan opisuje zaleznosci miedzy dlugoéciami bokéw tego prostokata?

A) {2(a+b) = 60 B {2a+b:60 0 {Zab:60 D) {2(a+b) = 60
a+10="b 10b = a a—b=10 10a = b

Material pobrany z serwisu zadania.info
3


https://zadania.info
https://zadania.info

zadania.info — NAJWIEKSZY INTERNETOWY ZBIOR ZADAN Z MATEMATYKI

ROZWIAZANIE

Obwdd prostokata o bokach a i b jest réwny 2a + 2b = 2(a + b), wiec informacja o obwodzie

prowadzi do réwnania
2(a+b) = 60.

Druga informacje mozemy zapisa¢ w postacia = b+ 10 1lub b = a + 10 (w zaleznosci od
tego, ktéry z bokéw prostokata jest diuzszy).

Odpowiedz: A

Z ADANIE 8 (1 PKT)

Rozwiazaniem réwnania i—i; = 3, gdzie x # —2jest liczba nalezaca do przedziatu
ROZWIAZANIE
Rozwiazujemy réwnanie

x+1

— . 2

x+2 3 /-(x+2)

x+1=3x+6

2x = -5 <— x:—§=—2,5.

Odpowiedz: D

Z ADANIE 9 (1 PKT)

Line o dtugosci 100 metréw rozcieto na trzy czeéci, ktérych diugosci pozostaja w stosunku
3:4:5. Stad wynika, Ze najdtuzsza z tych czesci ma dtugos¢

A) 41% metra B) 33% metra C) 60 metréow D) 25 metrow
ROZWIAZANIE
Najdtuzsza czes¢ stanowi
> >
3+4+5 12
dtugosci catego drutu, czyli
5 5 125 2
—-100=5-25=— =41.
12 3 3 3

Odpowiedz: A
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Z ADANIE 10 (1 PKT)

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(x) = x*+bx +c.

Wsp6lczynniki b i ¢ spelniaja warunki:
A)b<0,¢c>0 B)b<0,c<0 C)b>0,¢c>0 D)b>0,¢c<0
ROZWIAZANIE

Ramiona paraboli bedacej wykresem funkgji f sa skierowane do géry, wiec na pewno a > 0.
Wida¢é ponadto, ze pierwsza wspodlrzedna jej wierzchotka jest dodatnia, wiec

b
O<xp=-—5 = b<O.
2a
Na koniec zauwazmy, ze
0< f(0)=c.

Odpowiedz: A

ZADANIE 11 (1 PKT)
Dany jest ciag arytmetyczny (a,), okreslony dla n > 1, o ktérym wiemy, ze: ay = 2ia; = 9.
Wtedy a, =79 dla
A)yn=10 B)yn =11 COn=12 D)yn=13
ROZWIAZANIE
Obliczamy réznice ciagu

r=ay—a1=9-2=7.
W takim razie

ap=am+n—1)r=2+7n—1)=7n-5.

Pozostato rozwiazaé rOGwnanie

79=a,=7n-5

84=7n = n=12.

Odpowiedz: C

Material pobrany z serwisu zadania.info
5


https://zadania.info
https://zadania.info

zadania.info — NAJWIEKSZY INTERNETOWY ZBIOR ZADAN Z MATEMATYKI

Z ADANIE 12 (1 PKT)

Dany jest trzywyrazowy ciag geometryczny o wyrazach dodatnich: (81, 3x,4). Stad wynika,
ze

A)x:18 B)x:6 C)x:% D)x:%
ROZWIAZANIE

Jezeli trzy liczby a,b,c sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego to b?> = ac. Daje to

nam réwnanie
(3x)>=81-4 /:9

2 =9.4=236
x=—6 lub x=0=6.

Poniewaz wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie, musi by¢ x = 6.

Odpowiedz: B

Z ADANIE 13 (1 PKT)

Kat a jest ostry i spetniona jest rtownos¢ sina = M . Stad wynika, ze

24 _5 25 _ 56
A) cosa = 5 B)cosa = 3 C)COS(X—49 D)cos«x—#
ROZWIAZANIE

Obliczmy cos « (z jedynki trygonometrycznej).

cosoc—\/l—sm a_\/1—4—9 1/

Odpowiedz: B

Z ADANIE 14 (1 PKT)

Na okregu o srodku w punkcie O leza punkty A, B i C (zobacz rysunek). Kat ABC ma miare
121°, a kat BOC ma miare 40°.
A
Ve B
Kat AOB ma miare

A) 59° B) 50° C) 81° D) 78°
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ROZWIAZANIE

Zauwazmy, ze kazdy z tréjkatow AOB i BOC jest rOwnoramienny. Mamy zatem

£OCB = {OBC = M _ 700

£LOAB = LOBA = LABC — {OBC = 121° — 70° = 51°
£AOB = 180° — KOAB — {OBA = 180° — 51° — 51° = 78°.

Odpowiedz: D

Z ADANIE 15 (1 PKT)

W tréjkacie ABC punkt D lezy na boku BC, a punkt E lezy na boku AC. Odcinek DE jest
réwnolegly do boku AB, a ponadto |AE| = |DE| = 4, | AB| = 6 (zobacz rysunek).

C

Odcinek CE ma dtugos¢
A) % B) § Q)8 D)6
ROZWIAZANIE

Trojkaty ACB i ECD sa podobne, wiec

CA _ AB
CE  ED
CE+4
CE

2CE+8=3CE = 8=CE.

/ -2CE

N W

6_
1=

Odpowiedz: C
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Z ADANIE 16 (1 PKT)

Dany jest tréjkat réwnoboczny, ktérego pole jest rtéwne 61/3. Bok tego tréjkata ma dtugosé

A) 32 B) 2v/3 C)2v6 D) 612

ROZWIAZANIE

Skorzystamy ze wzoru P = ”2%/5 na pole tréjkata r6wnobocznego o boku a.
a o\

Mamy wiec

Odpowiedz: C

Z ADANIE 17 (1 PKT)

Punkty B = (—2,4)iC = (5,1) sa dwoma sasiednimi wierzchotkami kwadratu ABCD. Pole
tego kwadratu jest rowne

A) 29 B) 40 C) 58 D) 74
ROZWIAZANIE

Obliczamy diugos¢ boku kwadratu

a=BC=/(5+2)2+(1-4)2= v+ 9 = /5.

Pole jest wiec réwne
a® = 58.

Odpowiedz: C
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Z ADANIE 18 (1 PKT)

Na rysunku przedstawiono ostrostup prawidltowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD.

Kat nachylenia krawedzi bocznej SA ostrostupa do ptaszczyzny podstawy ABCD to
A) £SAO B) 4SAB C) £S0A D) LASB

ROZWIAZANIE

Kat nachylenia krawedzi SA do ptaszczyzny podstawy to kat £SAO.

Odpowiedz: A

Z ADANIE 19 (1 PKT)

Graniastostup ma 14 wierzchotkéw. Liczba wszystkich krawedzi tego graniastostupa jest
rowna
A) 14 B) 21 C)28 D) 26

ROZWIAZANIE

Liczba wierzchotkéw w graniastostupie jest dwa razy wieksza niz liczba wierzchotkéw w
podstawie. Zatem podstawe stanowi siedmiokat, czyli wszystkich krawedzi jest 7 -3 = 21
(7 na dole, 7 u gory i 7 krawedzi bocznych).

Odpowiedz: B
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Z ADANIE 20 (1 PKT)

Prosta k przechodzi przez punkt A = (4, —4) i jest prostopadta do osi Ox. Prosta k ma
rownanie
A)x—4=0 B)x—y=0 QOv+4=0 D)x+y=0

ROZWIAZANIE

Prosta prostopadia do osi Ox musi by¢ pionowa, czyli mie¢ réwnanie postaci x = a. Jezeli
ponadto przechodzi przez punkt (4, —4), to musi to by¢ prosta x = 4.

Odpowiedz: A

Z ADANIE 21 (1 PKT)

Prosta ! jest nachylona do osi Ox pod katem 30° i przecina 0§ Oy w punkcie (0, —+/3) (zobacz
rysunek).

0 30°

_\6/ X

Prosta I ma ré6wnanie

Ay=%x-V3  By=%xtv3  Qy=ix-v3 Dy=j+V3

ROZWIAZANIE

Podany kat nachylenia prostej | oznacza, ze jej wsp6tczynnik kierunkowy jest réwny

V3

=1g30° = ——.
a=tg 3
To oznacza, ze prosta | ma réwnanie postaci
3
y= %x +b.

Wsp6tezynnik b wyznaczamy podstawiajac wspétrzedne punktu (0, —v/3).

—V/3=10.

Odpowiedz: A
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Z ADANIE 22 (1 PKT)

Dany jest stozek o wysokosci 6 i tworzacej 3+/5. Objetoéé tego stozka jest réwna
A) 367 B) 187t C) 1087 D) 547t

ROZWIAZANIE

Szkicujemy stozek.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa obliczamy promiert podstawy stozka.

r=1/(3v5)72—62 = Va5 —36 = o =3.

Zatem objetos¢ jest rowna

V:%mz-h:%-9n-6=18n.

Odpowiedz: B

Z ADANIE 23 (1 PKT)

Srednia arytmetyczna zestawu danych: x, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 jest rowna 9. Wtedy mediana
tego zestawu danych jest réwna
A)8 B) 9 Q)10 D) 16

ROZWIAZANIE
Wykorzystujemy podana informacje o Sredniej, aby obliczy¢ x.
x+2+4+6+8+10+12+14

8
56+x=72 = «x=16.

9 /-8

Wypisujemy teraz dane liczby w kolejnoéci rosnacej.
2,4,6,8, 10, 12, 14, 16.
Liczb jest 8, wiec mediana to srednia dwoch srodkowych liczb.

8+10
—

Odpowiedz: B
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Z ADANIE 24 (1 PKT)

Ile jest wszystkich czterocyfrowych liczb naturalnych mniejszych niz 2017?
A) 2016 B) 2017 C) 1016 D) 1017

ROZWIAZANIE

Sposéb 1
Wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 2017 jest 2016:
1,2,3,...,2015,2016.
Wsréd nich jest 999 liczb, ktore nie sa czterocyfrowe:
1,2,3,...,999.

W takim razie jest
2016 — 999 = 1017

liczb czterocyfrowych mniejszych od 2017.
Sposéb 11
Liczb czterocyfrowych rozpoczynajacych sie od jedynki (czyli mniejszych od 2000) jest
1-10-10-10 = 1000.
Do tego jest 17 liczb pomiedzy 1999 i 2017. W sumie jest wiec

1000 + 17 = 1017

liczb spetniajacych warunki zadania.

Odpowiedz: D

Z ADANIE 25 (1 PKT)

Z pudelka, w ktérym jest tylko 6 kul biatych i n kul czarnych, losujemy jedna kule. Prawdo-
podobienistwo wylosowania kuli biatej jest réwne % Liczba kul czarnych jest réwna
A)n=9 Byn=2 C)n=18 D)yn =12

ROZWIAZANIE

Rozwiazujemy réwnanie

= -3(6
cxn /36t
tn=18 = n=12

N W~

Odpowiedz: D
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Zadania otwarte

Z ADANIE 26 (2 PKT)

Rozwiaz nieré6wnoéc 2x% + x — 6 < 0.

ROZWIAZANIE
Liczymy
2x>+x—6<0
A=1+48 =49
-1-7 -14+7 3
X = 1 =-2 lub x= 1 =5

Odpowiedz: (—2,3)

Z ADANIE 27 (2 PKT)

Rozwiaz réwnanie (x2 — 6)(3x +2) = 0.

ROZWIAZANIE

Wyrazenie
1 —6=1x"— (V6)" = (x = Vo) (x + V6)

zeruje sie dla x = \/6 ix = —\/5. Natomiast wyrazenie

3x—|—2:3(x—|—§)

zeruje sie dla x = —%. Dane réwnanie ma wiec trzy rozwiazania

x € {_@,-;%}.

Odpowiedz: x € {—\/5, —%, \/6}

Z ADANIE 28 (2 PKT)

Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnos¢

1
4x + — > 4.
X

Material pobrany z serwisu zadania.info
13


https://zadania.info
https://zadania.info

zadania.info — NAJWIEKSZY INTERNETOWY ZBIOR ZADAN Z MATEMATYKI

ROZWIAZANIE

Przeksztalcamy dana nieréwno$¢ w sposob réwnowazny. Poniewaz x > 0, mozemy nie-
rownos¢ pomnozy¢ stronami przez x.
4x + % >4 /-x
4x% +1 > 4x
4x* —4x+1>0.
Prawdziwo$¢ otrzymanej nieréwnosci uzasadnimy na dwa sposoby.
Sposéb 1
Zauwazmy, ze lewa strona nieréwnosci to peten kwadrat
4x —4x+1=(2x —1)2
To oczywiscie oznacza, ze nieréwnos¢ ta jest zawsze spelniona.
Sposéb I1

Wykresem lewej strony nieréwnosci (traktowanej jako funkcja zmiennej x) jest parabola o
ramionach skierowanych w goére, ktérej wierzcholek lezy na osi Ox (bo A = 0). To oznacza,
ze nier6wnos$¢ ta rzeczywiscie jest prawdziwa.
Z ADANIE 29 (2 PKT)
Dany jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |[£ACB| = 90i |[£ABC| = 60°. Niech D ozna-
cza punkt wspolny wysokosci poprowadzonej z wierzchotka C kata prostego i przeciwpro-
stokatnej AB tego trojkata. Wykaz, ze |AD| : |[DB| =3: 1.
ROZWIAZANIE
Szkicujemy opisana sytuacje.

B
60° ™D

z 30°
C A

Jezeli oznaczymy CD = h, to w tréjkatach prostokatnych BCD i ACD mamy

CD o B

CD s V3 B

o= SIS
Slgsl=

Zatem rzeczywiScie AD = 3BD.
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Z ADANIE 30 (2 PKT)

Ze zbioru liczb {1,2,4,5,10} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz
prawdopodobieristwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze iloraz pierwszej wylosowanej
liczby przez druga wylosowana liczbe jest liczba catkowita.

ROZWIAZANIE

Kazda z liczb mozemy wybra¢ na 5 sposobéw, wiec
Q] =5-5=25.

Wypiszmy wszystkie mozliwe zdarzenia sprzyjajace:

Odpowiedz: %

Z ADANIE 31 (2 PKT)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,), okreslony dla n > 1, w ktérym spelniona jest réwnos¢
a1 + ang + ary + azp = 100. Oblicz sume a5 + a.

ROZWIAZANIE

Sposéb 1
Korzystamy ze wzoru a, = a1 + (n — 1)r na n—ty wyraz ciagu arytmetycznego.

100 = ap1 + azq + a7 + azo =
=a+20r+a;+23r+a; +26r+ay +29 =4a, +98r /:4
25 =aq+ 24, 5r.

W takim razie
a5 + ape = (a1 + 24r) + (ay + 25¢) = 2a1 +49r = 2(ay +24,5r) = 2-25 = 50.

Sposéb 11
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Jezeli oznaczymy przez r réznice ciagu (a,), to

100 = ap1 + a4 + az7 +azp =
= a5 —4r 4+ aps — v+ a5 + 2r + aps + 5r = 4dars +2r /12
50 = 2ay5 + 7.

Stad
ars + ape = aps + aps +r = 2a5 +r = 50.

Odpowiedz: 50

Z ADANIE 32 (4 PKT)

Funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe x; = —2 i x, = 6. Wykres
funkgji f przechodzi przez punkt A = (1, —5). Oblicz najmniejsza wartos¢ funkgji f.

ROZWIAZANIE

Tréjmian o pierwiastkach x; = —21i x, = 6 ma postac iloczynowa
y=a(x—x1)(x —x2) =a(x+2)(x —6).
Podstawiamy wspoélrzedne punktu A i wyznaczamy wsp6tczynnik a

~5=a(142)(1-6)

1
—15a = -5 = .
a = a 3

Zatem tréjmian ma postac iloczynowa

F(x) = 3(x +2)(x ~6).

Wykresem tej funkgji jest parabola o ramionach skierowanych w gére i pierwszej wspotrzed-
nej wierzchotka
X1 +x2 —24+6 .
S R R
(wierzchotek zawsze znajduje sie w srodku pomiedzy pierwiastkami). W takim razie war-
tos¢ najmniejsza funkgji to

2

1

@)= 5@+2)(2-6) = -

4 (-4 =

W=

Na koniec wykres dla ciekawskich.
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Y

1
1

Odpowiedz: f,i, = f(2) = —176

Z ADANIE 33 (4 PKT)

Punkt C = (0,0) jest wierzchotkiem tréjkata prostokatnego ABC, ktérego wierzchotek A
lezy na osi Ox, a wierzchotek B na osi Oy uktadu wspétrzednych. Prosta zawierajaca wyso-
kosc¢ tego tréjkata opuszczona z wierzchotka C przecina przeciwprostokatna AB w punkcie

D = (3,4).
Ay
\B

41 D=(3,4)

S A
0% \

Oblicz wspoélrzedne wierzchotkéw A i B tego tréjkata oraz diugosé przeciwprostokatnej
AB.

O

y=

ROZWIAZANIE

Rozpocznijmy od napisania réwnania wysokosci CD. Jest to prosta postaci y = ax (bo prze-
chodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych). Wspoétczynnik 4 wyznaczamy podstawiajac

wspélrzedne punktu D.

4
4 = = = _.
3a a 3
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To oznacza, ze wspélczynnik kierunkowy prostej AB, ktora jest prostopadta do CD jest row-
ny —% Ma wiec ona réwnanie postaci y = —%x + b. Wspolczynnik b wyznaczamy podsta-
wiajac wspoélrzedne punktu D.

3 9 25
Prosta AB ma wiec rOwnanie y = —%x + 24—5. W szczeg6lnosci B = (0, %) Aby wyznaczy¢
wspolrzedne punktu A rozwiazujemy réwnanie
3 25 4
¥t =0 /g
25 4 25
X=—+ - = —,.
4 3 3

Zatem A = (%,0). Pozostalo obliczy¢ dtugosé odcinka AB.

a=(0-3) (3 -

11 25 5 125
fr— 22 — _— :2 —:2 - —_— = —,
\/5 <9+16) Voi6 =2 3.4 12

Odpowiedz: A = (%,O), B = (0, 24_5), |AB| = %

Z ADANIE 34 (5 PKT)

Podstawa graniastostupa prostego ABCDEF jest tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |£ACB| =
90° (zobacz rysunek). Stosunek diugosci przyprostokatnej AC tego tréjkata do diugosci
przyprostokatnej BC jest réwny 4:3. Punkt S jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC, a dtugos¢ odcinka SC jest réwna 5. Pole éciany bocznej BEFC graniastostupa jest row-
ne 48. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

)
|
|
|
)
|
|
|
D ' E

L
|
|
|
]
|
|
|
]
|
|
|
|
|
|
|
]
|
|
I(

P

AN
S le N
-7 / N
-7 \
- / AN
-
- ! AN
- ’ N
s / \
q g / \
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ROZWIAZANIE

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym to doktadnie srodek przeciwprostokat-
nej (przyprostokatna jest srednica tego okregu). Zatem

SA=SB=SC=5.

Stad AB = 10. Jezeli teraz oznaczymy AC = 4x i BC = 3x, to na mocy twierdzenia Pitago-
rasa mamy

100 = AB* = AC* + BC? = 16x* + 9x*> = 25x>  / :25
4=x* = x=2
Mamy stad AC = 81 BC = 6. Wykorzystujemy teraz informacje o polu $ciany BEFC.
48 =BC-BE=6-BE = BE=S8.
Objetos¢ graniastostupa jest wiec rowna

V:PABC-BE:%-AC-BC-BE:%-6-8-8:192.

Odpowiedz: V = 192
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